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RESUMEN: En este ensayo presento un andlisis comparativo entre los diversos procedimientos creados, respectiva-
mente, por los matematicos babilonios y Diofanto de Alejandria para resolver ecuaciones de segundo gra-
do. Observaremos cémo los ptimeros recurrieron a la composiciéon de diagramas mientras Diofanto aplico
un algoritmo abstracto que no consiguié generalizar.

Descriptores: matematicas en Mesopotamia, algebra, Diofanto de Alejandria, ecuaciones cuadraticas, algoritmos.

ABSTRACT: In this paper I present a comparative analysis among the diverse procedures invented respectively by the Babylonian mathe-
maticians and Diophantus of Alexandria to solve quadratic equations. We will observe how the first ones appealed to the
composition of diagrams while Diophantus applied an abstract algorithm that he was not able to generalize.
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A Eva L eciriena
In Memoriam

1. Introduccion

Diofanto de Alejandria introdujo en su Aritmética (ca. 250 d. C.), y sin previa justifica-
cién!, un algoritmo explicito para resolver las ecuaciones cuadraticas. Se trata de un
primer enunciado de la conocida férmula que determina las ecuaciones de segundo
grado. Haciendo una lectura detallada de los libros que conservamos de esta obra
(gtriegos y arabes), observamos que este algoritmo aparece en pocas ocasiones; concre-
tamente, en algunos ejercicios de los libros IV, V y VI de la edicién griega. El autor
asigna una solucién unica para las igualdades (y desigualdades) de las clases A y B:
ax®x bx = ¢; y en las de tipo C: ax? + ¢ = bx, aunque existen dos modalidades —
segun el cuadrado de (ax) sea mayor o menor que el producto (a)— Diofanto sélo
toma en cuenta una de ellas.

1 No sabemos si en alguno de los libros y obras desaparecidos explicé el origen y fundamento de este al-
goritmo. Hasta el momento, sélo conservamos el testimonio del propio Diofanto en la patte intro-
ductoria de la Aritmética. Consultar la edicion bilingtie de los textos griegos en Tannery (1910). Tam-
bién, la traduccién francesa de Ver Eecke (1959) y la reciente en castellano de Benito Mufioz, Fet-
nandez Moral y Sinchez Benito (2007). También, Thomas Heath (1910). Los libros drabes los encon-
tramos publicados en Sesiano (1982) y Rashed (1984).
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En Oriente Préoximo, y desde épocas muy remotas, se inicié una larga tradicion de
calculadores y practicos cuyos métodos se apoyaban en las técnicas de agrimensura;
estos conocimientos fueron recogidos e impartidos en las escuelas sumerias (ca. 2100
a C.), donde evolucionaron hacia materias mds sofisticadas y teéricas; o discurrieron
paralelos y fuera de las mismas, componiendo colecciones de acertijos y enigmas?.
Posteriormente, se transmitieron a otras culturas y pueblos limitrofes. Poseemos nu-
merosos documentos escritos en cuneiforme, procedentes del periodo babilénico ar-
caico (2000-1600 a. C.), que nos informan de las caracteristicas de la enseflanza impat-
tida en las escuelas de escribas, las 4reas de conocimiento abarcadas y las actividades
realizadas en las mismas. En relacién a la instruccion en el ambito de las matematicas,
sabemos que ésta consistia principalmente en la resolucién de ejercicios practicos, una
vez se hubieran memorizado largas listas de numeros cuadrados, cibicos y sus respec-
tivas raices; tablas de multiplicar y de nimeros inversos?; series de constantes relacio-
nadas con la elaboracién de ladrillos y la construccién de zanjas, muros, pozos y ram-
pas de acceso a fortificaciones; coeficientes patra calcular los sueldos devengados a los
artesanos; raciones de alimento para los esclavos; constantes que aluden a la composi-
cién de figuras y poligonos regulares*; técnicas para realizar repartos proporcionales de
herencias y divisién de terrenos; férmulas para efectuar cobmputos de intereses por ca-
pitales prestados, etc.

En muchas ocasiones, los ejercicios propuestos conclufan con una expresiéon que
coincide exactamente con el algoritmo que resuelve las ecuaciones de segundo grado.
Pero la estrategia empleada para obtener estas soluciones no era simplemente numéri-
ca o algebraica, sino geométrica; lo sabemos por el lenguaje utilizado en las tablillas,
cuando el escriba nos indica los célculos que debemos realizar®. Todos estos conoci-
mientos formaban parte del acervo cultural de los pueblos de Mesopotamia hasta el
periodo Seleucida (s. III a. C.), compartido por los sabios egipcios de esta tltima épo-
ca’. A partir de entonces, desconocemos como este saber llegd a Grecia, pues conset-

2 Conservamos algunos de estos problemas en fragmentos de papiros griegos o en documentos romanos,
en la Métrica de Herén y en la Coleccion Geomiétrica, atribuida a éste; también en la Antologia Palatina
(Sesiano 1999, pp. 18 y ss. Vitrac 2005). Jens Hoyrup (1997 y 2001) sostiene que, ademas de la activi-
dad desarrollada en las escuelas, existié una corriente de practicos iniciada hacia el 2000 a C. cuyos
conocimientos no escolarizados dejaron su impronta en Herdn y, posteriormente, en los matematicos
arabes y medievales.

3 Neugebauer y Sachs, MCT. En el periodo paleobabilénico, no se efectuaban divisiones entre nimeros,
sino el producto entre un nimero y su inverso.

4 Los poligonos y figuras regulares se construfan mediante el uso de un coeficiente o factor que relaciona-
ba dos de las magnitudes esenciales de esas figuras; por ejemplo, la relacién entre la longitud de la cir-
cunferencia y el didmetro es 3. Ver Robson (1999).

> Nemet-Nejat clasifica 23 tipos de problemas matematicos (1993, p. 93).

6 Jens Hoyrup ha descubierto este aspecto tras un exhaustivo analisis de los términos usados en los ejerci-
cios; observa el uso de vocablos distintos para referirse a la misma operacién aritmética, de tal modo,
que algunos de ellos apuntan a la construccién de cuadrados y rectangulos y al calculo de sus respec-
tivos lados. (Ver Hoyrup, a partir de 1987; un compendio de toda su obra en 2002).

7 Aunque el origen de estos conocimientos no es comun en ambas civilizaciones, en el periodo seletcida
sf hubo una clara influencia de Mesopotamia en Egipto (Friberg 2005, p. 189).
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vamos muy pocos documentos que nos informen acerca de posibles influencias y
transmisiones®. Probablemente, estas técnicas de computaciéon —tan ttiles a comer-
ciantes y mercaderes— se impartieron de forma oral en escuelas y talleres y nos sot-
prende que, asi como poseemos numerosos textos griegos de cardcter geométrico, son
escasos los dedicados al planteamiento y resolucion de ejercicios aritméticos; al menos
del modo en que lo hicieron los matematicos babilonios: el arte al que Platén habia
denominado logistica para distinguirlo de la aritmética elaborada en la Escuela de Pita-
goras y después compendiada por Euclides.

Ejercicios parecidos a los registrados en las tablillas mesopotamicas los veremos de
nuevo en la Métrica de Herén? y, principalmente, en la Aritmética de Diofanto (ca. 250
d.C.), aunque expuestos aqui de un modo mas general, a medio camino entre aquéllos
y los descritos por los algebristas arabes medievales. Las viejas técnicas de computa-
cién creadas en la Antigua Babilonia, basadas en procedimientos geométricos, y em-
pleadas para resolver casos concretos, fueron sustituidas poco a poco por otras tacti-
cas no visuales y exclusivamente numéricas, gracias a la introduccién y uso de ciertas
reglas y rutinas. El paso de una logistica numerosa a otra de naturaleza fedrica lo dara Dio-
fanto, pero no de una manera radical y absoluta, sino poco a poco, mediante el enun-
ciado de un algoritmo que solamente utiliza de manera restringida, a partir de una sola
forma de completar el cuadrado, y sin desprenderse del todo de los tradicionales mé-
todos visuales.

Este trabajo gira alrededor de una cuestién que, en mi opinién, necesita ser aclara-
da: Si Diofanto habia descubierto un algoritmo abstracto!® con el que determinar las
soluciones de las ecuaciones cuadraticas, ¢por qué no lo ensay6 primero en unos ejer-
cicios tan sencillos y esenciales como los que se encuentran al final del primer libro de
su Aritmética? ;Por qué introduce en tres de ellos un principio de cardcter geométrico
que condiciona su posterior resolucién analégica? sQué motivos le llevan a emplear
aqui el procedimiento tradicional del promedio y la desviacion?!! :Qué caracteristicas
posee este algoritmo que lo diferencia de las férmulas utilizadas por los calculadores y
matematicos precedentes?

Para responder a estas cuestiones revisaremos, en primer lugar, algunos de los ejer-
cicios planteados por los matematicos de Mesopotamia, mostrando cOmo su estrategia
consistia en la visualizacién de las pruebas. Después, estudiaremos los problemas en
los que Diofanto parece mantener cierto arraigo con los procedimientos tradicionales,
as{ como analizaremos brevemente aquellos otros en los que aparece este algoritmo.

8 El Papiro de El Cairo (s. IT d. C.) es clave en este sentido, segiin afirma Jéran Friberg (Ibid., p. 191).
Otros papiros del mismo perfodo (Michigan y Carlsberg ) contienen sistemas lineales con varias in-
cbgnitas, muy parecidos a algunos textos procedentes de las épocas arcaica, media y ultima, de Babi-
lonia.

9 Recogidos por Heiberg en la coleccién Geometrica 21, 9-10; 24, 1, 3 y 10 (ed. Heiberg, Heron 1V). Hoy-
rup (1997, 2002)

10 La introduccién de este algoritmo, en unos ejercicios concretos, posee las caracteristicas de una expre-
sién general.

11 Jens Hoyrup denomina asi a los algoritmos de la semisuma y semidiferencia de dos magnitudes, los
cuales fueron muy provechosos en las matematicas mesopotamicas.
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2. Procedimientos analdgicos en la Antigna Babilonia

Hablar de ecuaciones cuadraticas o bicuadraticas, incluso de octavo grado'2, dentro del
corpus de las matematicas babilénicas significa Gnicamente reconocer el algoritmo que
las resuelve, pues no vamos a encontrar en este contexto expresiones del tipo

ax?* bx = ¢, ni siquiera bajo el aspecto de cantidades concretas. En las tablillas, no
aparecen deducciones, razonamientos ni demostraciones, sino el enunciado de un
ejercicio y una serie de cilculos que, tomados conjuntamente, nos descubren la expre-
sion final o férmula, a la que nosotros vamos a denominar algoritmo geomiétrico.

Los métodos utilizados para obtener las magnitudes requeridas eran pues de indo-
le geométrica: consistian en la composicion de figuras planas y en su inmediata des-
composicion en superficies equivalentes. Asi, aunque en los textos, aparentemente, se
describa un algoritmo aritmético, en realidad los numeros y las operaciones indicadas alu-
den al la construccion de rectangulos y cuadrados; y el calculo de las raices cuadradas
no es sino el modo de averiguar la medida de sus lados!3. El algoritmo geométrico de los
babilonios es analégico: traza lineas y superficies; determina la equivalencia entre un
rectangulo y la diferencia de dos cuadrados y puede ser util también en la resolucion
de ejercicios de otros linajes, como repartos de herencias, progresiones aritméticas y
geométricas, calculo de intereses, etc. Los instructores y maestros argumentaban, segu-
ramente, en diagramas dibujados en arenarios y tableros de polvo. Los escolares se li-
mitaban a realizar los calculos en sus tablillas!4,

En el periodo babilénico arcaico o paleobabilonio (2000-1600 a.C.)", el sistema de
numeracion era exclusivamente sexagesimal y posicional 1% no concibieron un grafema
de cantidad nula o cero (al menos, hasta el periodo seletcida o helenistico: 330-141 a.

12 Ecuacién bicuadratica en BM 13901 (12) (MKT III, p. 3); de octavo grado en TMS XIX (2) (Yus-
te2007); ecuacién cubica en YBC 6295 (MCT, p. 42). Ver bibliografia en Nemet-Nejat (1993). Tam-
bién Hoyrup (2002).

13 Brevemente: la operacién suma disponia de dos términos (las palabras en cursiva proceden de la lengua
acadia): wasabum (afiadir) y kamarum (acumular). La sustraccion, de otros dos: nasapum (quitar, cortar) y
watdrum (exceder). Respecto al producto, distingufan entre multiplicar un nimero por un nimero: a. r
4 (vocablo de origen sumerio); aumentar una magnitud en una determinada cantidad o calcular vola-
menes y areas: nasum; doblar o repetir una cantidad: esépumz; componer un rectangulo: Sufakilum, o un
cuadrado: mitpartnm. También inventaron un vocablo para designar un rectangulo en el que uno de
sus lados era la unidad: wasitum. Leer a Jens Hoyrup (2002, pp. 20 y ss.).

14 Sabemos por Eleanor Robson (1999) que los escolares utilizaban tablillas lenticulares para efectuar sus
calculos. Los esctibfan en una de sus caras, mientras en la otra, copiaban documentos literarios o ad-
ministrativos.

15 La cronologia en Mesopotamia se ha realizado en funcién de los datos astronémicos recogidos en las
tablillas, como eclipses lunares y solares, periodos orbitales, etc.; existen cuatro cronologfas basicas:
baja, media, alta y ultra-alta, cuyo establecimiento se debe a los ciclos registrados en las Tablas de Ve-
nus, procedentes del reinado del rey Amisaduqa, nieto de Hammurapi. Los afios se ajustan sumando
o restando 64 6 56 afios. Ver Oppenheim (2000).

16 En periodos anteriores convivian hasta 13 sistemas de numeracion diferente, casi todos procedentes de
Uruk IV (3100 a C.). Durante la ITI dinastia de Ur (instaurada por Gudea de Lagas$ en 2112) coexistie-
ron tres sistemas numéricos distintos: decimal, sexagesimal y fraccionario, con 60 signos. Ver Nissen,
Damerow y Englund (1990).
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C.), pues los diversos 6rdenes de magnitud se distinguian dejando huecos intermedios.
Manejaban dos signos para representar todos los numeros: uno para la unidad, 60 y
sus multiplos y submultiplos; otro para la decena y sus respectivos multiplos y submul-
tiplos. Siguiendo la notacién de Otto Neugebauer:

X, 535751 ~ x-60° -i—y-60+z+w-6071 +ﬂ'6072(10

La numeracion sexagesimal permite eludir las fracciones infinitas con mas frecuen-
cia que usando base decimal; de esta manera, casi todos los calculos se efectuaban co-
mo si se operase con cantidades enteras; no obstante, los escribas babilonios recono-
cieron numeros irregulares: 7, 11, 13, etc., que evitaban en la medida de lo posible, a
no ser que concibieran ejercicios especificos para ellos!”. Asimismo, utilizaron los mé-
todos de falsa posicion y sustitucién!®. Los escribas solfan omitir las unidades de me-
dida, pero suponemos que éstas eran las habituales: “NINDA” para las longitudes y
“sar” para las superficies’.

Los matemadticos mesopotamicos imaginaron ejercicios muy complejos, cuya fina-
lidad tedrica y recreativa se situaba fuera del entorno administrativo y comercial. El
proposito de éstos y de otros problemas, como los que incluimos aqui, consistia en lo-
grar que los escolares se familiarizaran con las técnicas geométricas de calculo®.

Para encauzar nuestra investigacion, partiremos de la siguiente clasificacion, inspi-
rada en Francois Thureau-Dangin?!:

2.1. Igualdades no explicitas con una sola incdgnita:

A)ax-x+bx=c¢

Solucién: ax =,| [] (sobre g) + [ (a0 _(gj

B)ax-x—bx=¢

Solucién: ax = D[sobre %) + [ (a-0) +(§]

17 Hoyrup (1993); Melville (2002).

18 El método de falsa posicién consistia en dar un valor cualquiera o la unidad, a la magnitud desconoci-
da; después se procedia mediante analisis. Ver, por ejemplo, Thureau-Dangin (1938), Li Ma (1993),
Melville (2002). A veces, en los diagramas, se sustituye o representa una superficie por una linea como
en BM 13901 (12) (Hoeyrup 2002, pp. 71-77); en TMS XIX (2), es la cuarta potencia la que se tepre-
senta en una linea.

19 El NINDA medfa aproximadamente 3 m; el sar equivale a (NINDA x NINDA). Un bur mide 30,0 sar; estas
unidades métricas son de origen sumerio. Ver Neugebauer y Sachs (MCT).

20 Son muy interesantes los ejercicios propuestos en TMS IX y AO 8862 (Hoyrup 2002, pp. 89-95; y 162-
174).

21 Ver Thureau-Dangin (TMB, pp. XXy ss).
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Cax-x+c¢=bx

Con dos soluciones: czx=(%ji O] (sobre gj— [ 1(a-c), pues existen dos

estructuras geométricas o diagramas que las definen. Aqui, la composicién basica con-
siste en la diferencia entre cuadrado y rectangulo.

2.2. Igualdades no explicitas con dos incignitas:

Cuando las magnitudes requeridas son dos, cada una de ellas se determina aplicando
respectivamente los algoritmos geométricos A y B, o las dos modalidades de C. Lo vere-
mos en los ejemplos examinados.

La tablilla BM 13901, perteneciente al periodo babilénico arcaico, reune una serie
de problemas que actualmente resolverfamos estableciendo ecuaciones de las clases A
y B:

Los ejercicios 1, 3, 4, 5, 6, 7, serfan del tipo A, mientras 2 y 16 son de la clase B.
Podemos adscribir a este mismo grupo problemas en los que se pide calcular dos
magnitudes utilizando como datos su diferencia y su producto; incluso otros mas
complejos. En todos ellos, encontramos una descripcion del algoritmo geométrico.

Las igualdades del tipo C se hallarfan implicitas, por ejemplo, en problemas en los
que hay que averiguar dos nimeros o magnitudes una vez conocidas la suma y el pro-
ducto de ambas:

a) ax=§— D(sobre %)— [1(a¢) & x<c¢

b) axzé—i— D(sobre é)— @) & x>¢
Cada una de estas soluciones procede de un diagrama diferente.

3. Problemas analdgicos con algoritmos de las clases A y B

Son problemas analégicos los que trasladan las magnitudes conocidas y las incégnitas
a una figura plana, directamente, tal como son enunciadas. La deduccién del escriba se
lleva a cabo sobre el diagrama, y de su certera manipulacion se extraen el algoritmo y
la prueba; pero el procedimiento mental desarrollado es analitico, en el sentido que le
confiere Pappo de Alejandria??.

22 Segun escribe Pappo, el método analitico consiste en proponer como hipétesis la verdad que se quiere
demostrar y, partiendo de ahi, desarrollar un argumento deductivo hasta alcanzar un principio unani-
memente aceptado (Pappus of Alexandria, Mathematical Collection V11, p. 82). Jens Hoyrup (1997, p.
68; note 5) escribe: “This [Babylonian mathematics] is guasi-algebraic. Algebraic because the method is
analytical: the unknown is treated as if it were a normal identifiable quantity, and then extricated from
the complex relationship in which it is originally involved; g#asi because the method is not arithmeti-
cal as in Modern algebra but a naive cut-and-paste geometry, where the correctness of the steps is
immediately seen but non argued.”
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3.1. Con una sola incignita

» Ejercicio BM 1390123 (5): “He sumado la supetficie [de mi cuadrado], el lado de mi
cuadrado y el tercio del lado de mi cuadrado: 0; 557

— Planteamiento y deduccion del escriba:

/ 0;55 |
ITF o i

1+=
3

& &

Figuras 1y 2
— Operaciones aritméticas realizadas:

1 1
142 =14020=120 > 120 =030 120 = 0340

— Expresion simbolica y algoritmo geométrico:

[ (sobre /) +[1(1320 /) = 0;55 — / = [ (sobre 0;40) + [ (055) — 0:40 = 0330

» Ejercicio BM 13901 (16): “He sustraido de la supetficie el tercio del lado de mi
cuadrado: 0;5”

— Planteamiento y deduccién del escriba:

/ /

/ 0;5 —> 0;5 J

7 %

Fignras 3 y 4

— Operaciones aritméticas realizadas:

%2 0,20 — % - 0;20 = 0;30 - 0,20 = 0510

2 Tabilla depositada en el Museo Britinico. Neugebauer (MKT III, pp. 1 y ss.); Thureau-Dangin (TMB,
pp- 1y ss). Hoyrup (2002).
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— Expresion simbolica y algoritmo geomiétrico:

] (sobre /) — [ (%/) =05 —» /=\/|:| (sobre 0;10)+ [ (0;5) +0;10 = 0;30

3. 2. Con dos incdgnitas

Algoritmo geométrico basico: El cnadrado de la semidiferencia de las dos magnitudes, mds el
rectangnlo formado por su producto, es ignal al cuadrado de la semisnma.

» Ejercicio VAT 65982* (4): “Un muro de ladrillos cocidos. La altura del muro es 1
NINDA. Los ladrillos cocidos son 9 s a r. La longitud excede al espesor en 1;50
[NINDA]. ¢Cuanto miden la longitud y el espesor de mi muror”

— Planteamiento y deduccion del escriba:

L
QSafb ——
NINDA = 12 ki § I 0;20
L—1=150 £

Figuras 5 y 6

— Operaciones aritméticas realizadas?>:

1 4
/=9 ——=9-0;26,40 = 4 sar, [NINDA - NINDA - ku§] — § = — = 0;20 sar
2:15 ' 12
% - 1,50 = 0,30 1;50 = 0;55

— Expresion simbolica y algoritmo geométrico:

L =\/ ] (sobre 0;55)+ [] (0;20) + 0;55 = 2 NINDA

/ =+ Ol(sobre 0;55)+ [ (0;20) — 0;55 = 0;10 NINDA

24 Tabilla depositada en el Staatliche Museen (Berlin). Neugebauer (MKT 1, p. 277-280); Thureau-Dangin
(TMB, pp. 127-130). Ver estudio y bibliografia en Robson (1999, pp. 231-244).

25 En el periodo babilénico arcaico se construfan siete clases distintas de ladrillos, cada una de ellas identi-
ficada por un nimero o coeficiente. Los ladrillos se agrupaban en bloques conteniendo 12,0 ladrillos,
expresados en unidades s a r p. El coeficiente aqui es 2;15: el nimero inverso que multiplicado por el
volumen nos proporciona el nimero de ladrillos utilizados. Ver Robson (1999, pp. 58-60). Neuge-
bauer y Sachs (MCT, p. 5).
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Como vemos, ambas incégnitas se extraen del mismo diagrama.

4. Problemas analdgicos con algoritmos de la clase C

Aunque existen dos diagramas especificos que traducen cada una de las modalidades
de la ecuacién C, los matematicos babilonios sélo utilizaron uno de ellos, a partir del
cual deducen los valores de una o dos incégnitas, si las hubiera. La explicacion reside,
precisamente, en la interpretacién geométrica de los enunciados.

4.1. Con una incignita

> Ejercicio YBC 6504 (3)26: “He cuadrado la diferencia entre la longitud y la anchura.
He sustraido [esta cantidad] de la superficie: 8,20. La longitud es 30. ;Cuanto es el
ancho?

— Planteamiento y deduccion del escriba:

30

8,20

30

15

Figuras 7 y 8

— Expresion simbolica y algoritmo geométrico:

130+ 7) = [sobre (30 — /)] = 8,20

/= 30 —/ [ (sobre 30) — [ (30 /)~ [sobre (30 = /) ]|+ Cl(sobre 15) — 15

m

/=30 - \/D(sobre 30)—8,20 + [J(sobre 15)—15
/=30-(25-15 =20

26 Tablilla depositada en el Museo de la Universidad de Yale. Neugebauer (MKT III, pp. 22 y ss.);
Thureau-Dangin (TMB, pp. 134 y ss.); Hoyrup ( 2002, pp. 177 y ss.). Son interesantes también los
ejercicios 1y 2.
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4.2. Con dos incdgnitas

Algoritmo geométrico basico: E/ cuadrado de la semisuma de las dos magnitudes, menos el rec-
tiangulo formado por ambas, es ignal al cuadrado de la semidiferencia %7

» Ejercicio YBC 6504 (2)28: “He cuadrado la diferencia entre la longitud y la anchura.
He sustraido [esta cantidad] de la supetficie: 8,20. He sumado la longitud y la an-
chura: 50”

=25+ \/ [ (sobre 25) —%[D (sobre 50)+8,20] =30

/=25 _\/ [ (sobre 25) —%[D (sobre 50)+8,20] =20

» Ejercicio BM 345682 (9): “He sumado la longitud y la anchura: 14. Ademas, la su-
perficie es 48”

/= 14—\/|:|(sobre 14)—-4[](48) —¢
2

L =6+ /[0 (sobre 14)—4[] (48) =8

» Ejercicio VAT 6598 (3): “Un muro de ladrillos cocidos. La altura del muro es 1
NINDA. Los ladrillos cocidos son 9 sar. He sumado la longitud y el espesor de mi
muro: 2;10 [NINDA]. ¢Cuanto miden la longitud y el espesor de mi muro?”

— Planteamiento y deduccion del escriba:

2;10

9sary

NINDA = 12 ku§ 15 S

L+1=2;10

Figuras 9 y 10

27 Son de esta clase los problemas YBC 6504 (2), BM 34568 (9, 10 y 15). Todos ellos hacen referencia a
un rectangulo del que se piden su longitud y anchura conociendo determinadas magnitudes.

28 Ver resolucién y diagrama en Hoyrup (2002, p. 176).
2 Ta tablilla BM 34568 proviene del periodo seleticida: Neugebauer (MKT III, p. 14 y ss. ); Thureau-

Dangin (TMB, pp. 57 y ss.). Ver la interpretacion y el diagrama de Hoyrup (2002, pp. 391 y ss.). Dio-
fanto propone un ejercicio similar con un método idéntico en Aritmética 1.30.
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1
17=9- s 4 sar, [NINDA * NINDA - ku§]

S :i = 0;20 sar
12

— Expresion simbolica y algoritmo geométrico:

=155+ /[0 (sobre 1;5)—[J(0;20) = 2 NINDA

/=15 \/D(sobre 1;5) —[1(0;20) = 0;10 NINDA

5. Problemas analdgicos complejos

Denominamos asi a los ejetcicios en los que ni las lineas ni las superficies dibujadas se
corresponden exactamente con las magnitudes propuestas en los enunciados. Como
es habitual, el escriba necesita construir un cuadrado para después descomponetlo en
sus respectivas regiones equivalentes. Para ello, o bien multiplica todas las magnitudes
por el namero de superficies, o elimina esta cantidad multiplicindola por su nimero in-
Verso.

La primera opcién era la mas frecuente en el periodo babilénico arcaico. En 1938,
Francois Thureau-Dangin descubrié un ejercicio que se alejaba de la norma: BM
85194 (25); aqui, el coeficiente del cuadrado de la incégnita se eliminaba multiplicando
por su nimero inverso®. Mas adelante, Taha Baqir mostré un nuevo caso de aplica-
ci6én de este mismo procedimiento en IM 52301 (2)3!. En opinién de ambos investiga-
dores, los matematicos de la Antigua Babilonia preferfan elevar al cuadrado (o cons-
truir un cuadrado sobre) la cantidad que acompafia al cuadrado de la magnitud desco-
nocida, antes que anularla. Ambos contemplaron aquella matematica desde una pers-
pectiva algebraica.

5.1. Composicion del cuadrado multiplicando por el coeficiente

> Ejercicio BM 13901 (7): “He sumado siete veces el lado de mi cuadrado y once ve-
ces la superficie: 6;15”

30 Thureau-Dangin (TMB pp. XXII y XXVI). Leer la resolucién geométrica de BM 85194 (25 y 26) en
Hoyrup (2002).
31 Bagir (1950 b). Ver también Yuste (2000).
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— Planteamiento y deduccion del escriba:

111
—
1|y - » 1l 615

NNR

Fignras 11 y 12

. ) ) . 7
— Operaciones aritméticas realizadas: E =0;30- 7 = 3;30

— Expresion simbolica y algoritmo geométrico:

70+ 11(/-1) = 615

—— 11/= /[ (sobre 330)+11-6:15 — 3;30
7+ 11/+[] (sobte 117) = 11+ 6,15

11/= 530 — /= 0;30

5.2. Composicion del cnadrado multiplicando por el inverso del coeficiente

En BM 8519432 (25 y 20) la deduccion se apoya en la proporcionalidad existente entre
los lados de los triangulos con dngulos correctos’>, como sucede también en el ya clasico
IM 553573, lo cual no indica que esta clase de correspondencia se hubiera generaliza-
do a toda clase de triangulos. También se utiliza este procedimiento en IM 52301.

5.3. Problemas analdgicos aplicando la regla de Pitdgoras

Conservamos varios documentos en los que se aplica el llamado Teorema de Pitagoras
o regla de la diagonal®>. También tenemos algunos textos que sélo utilizan triples pita-

32 Tablilla procedente del periodo paleobabil6nico; estd depositada en el Museo Britdnico. Neugebauer
(MKT1, p. 149). Thureau-Dangin (TMB, pp. 34-35). Jens Hoyrup realiza una elegante explicacién del
problema 25 (2002, pp. 217-222). En el siguiente ejercicio (26), el escriba multiplica la superficie del
doble de la seccién triangular de la rampa por la proporcién que guardan los segmentos de la longitud
y la altura construidos hasta el momento; asi obtiene el cuadrado de la altura total (Hoyrup, ibid.).

33 “The Old Babylonian right angle was understood in its opposition to a wrong angle.” (Hoyrup 2002, p.
228).
34 Ver IM 55357, procedente de Tell Harmall en (Baqir 1950a y Hoyrup 2002, pp. 231-234).

3 Hay otros problemas pertenecientes al perfodo babilénico arcaico en los que también se aplica la regla
de Pitdgoras a un diagrama complejo: Dby — 146, Tell Dhiba'i-Eshnunna. TMS XIX, etc. Ver Damerow
(2001), Hoyrup (2002), Robson (1999), Melville (2004). Aqui, el escriba iguala los cuadrados de L. mas
/ con el cuadrado de 4.
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goricos, como el ya mencionado IM 55357 y también YBC 86333, aparte de la famosa
Tablilla Plimpton 322%. El ejercicio n® 17 de BM 34568, procedente del periodo se-
letcida, posee un enunciado que nos recuerda al que Diofanto planteé en Aritmetica
VI1.22:

> BM 34568 (17)%: He sumado la longitud, el ancho y la diagonal [de mi rectingulo]:
12. Ademis, la superficie es 12. ;Cuanto miden los lados y la diagonal?

6. La obra de Diofanto de Alejandria

La Aritmética® de Diofanto tiene ciertas peculiaridades: no es un tratado de teoria de
numeros, como son los libros VII a IX de los E/ementos de Euclides, en los que ningu-
na cantidad concreta aparece; tampoco se trata de una logistica numerosa, segun habia
denominado Platon al arte de realizar calculos con numeros enteros o racionales; es
mas bien una obra de logistica tedrica, pues los nimeros que intervienen aqui son
considerados como especies, aunque (debido a la falta de simbolismo) Diofanto utiliza
numeros concretos para llevar a cabo sus razonamientos. La Aritmética es un libro de
problemas, cuyos enunciados son generales y las soluciones, particulares. Esta obra
contiene aproximadamente 260 ejercicios resueltos de muy diversas maneras. Inicial-
mente constaba de 13 libros, segtn refiere su autor en la introduccion al libro 1. Con-
servamos seis de ellos en la ediciéon griega, procedentes de un comentario realizado
por Hipatia®, y cuatro mas (de un total de siete) en la version arabe*!. También dispo-
nemos de un fragmento de otra obra: Sobre los Niimeros Poligonales. No obstante, sabe-
mos que Diofanto, posiblemente, compuso unas Moridsticas y una coleccion de Poris-
mas; y quiza unos Elementos de Aritmética®?. Pero todas estas obras se han perdido.

En la Aritmética, Diofanto define por primera vez las ecuaciones de segundo grado:

igualdades en las que dos especies son ignales a una especie [axz t bx = ¢]; distinguiéndolas de

otras mucho mas simples, en las que una especie es igual a una especie [ax" = bx"]. Su estra-

36 Neugebauer & Sachs (MCT, pp. 53-54). Yuste (2008).
37 En Neugebauer y Sachs (MCT, pp. 38-41).

38 Thureau-Dangin (TMB, p. 62). Consultar Hoyrup (2002, p. 397). También en Herdn, Geometrica (ed.
Heiberg, pp. 422,15-424.5); ver Sesiano (1999, pp. 23-24) y Vitrac (2005, p. 11 y ss.).

39 Ver las diversas ediciones de los libros griegos: Tannery, Ver Eecke, Heath y la reciente en lengua espa-
flola, que contiene los libros arabes. También, la edicién de los libros drabes por Rashed (1984) y Se-
siano (1982).

40 Hipatia, hija de Te6n de Alejandria, murié asesinada por una turba enloquecida en el afio 415. Los li-

bros griegos que conservamos provienen de una copia del Comentario escrito por ella misma. Ver
Tannery (1974, 1, pp. III-V, 11, pp. XXII-XXIV), Heath (1910, pp. 14 y ss.).

41 Acerca del hallazgo de estos libros, Rashed (1974, 1975, 1984, 1994) y Sesiano (1982). En opinién de
Rashed (1974, p. 105), “al libro tercero de los manuscritos griegos le suceden los libros 4, 5, 6 y 7 del
manuscrito drabe.” Por el contrario, varios investigadores coinciden en que este manuscrito arabe es
la traducciéon del Comentario de Hipatia a los seis primeros libros de la Aritmética (Christianidis 2007, p.
209).

42 Christianidis (1991) apoya esta hiptesis en un escolio, debido a un autor an6nimo, hallado en el trata-
do de Jamblico, In Nichomachi Arithmeticam Introductionem liber, también Knorr (1993).

Theoria 62 (2008): 219-244



232 Piedad YUSTE

tegia (000¢) consistira en trasladar al lnguaje tedrico* el enunciado y los datos del pro-
blema, estableciendo una igualdad de caracter general. Dispone ademas de un conjun-
to de herramientas sintacticas y morfoldgicas con las que maniobra hasta obtener una
expresion mas simple y la esperada solucion. El lenguaje de la aritmética (distinto al
utilizado para enunciar los problemas) se compone de signos y palabras abreviadas.
Llama arithmos (60t0po6g) al nimero desconocido, formado por una cantidad indeter-
minada de unidades, y lo identifica siempre con el mismo signo*: ¢. Cuando introduce

nuevas incognitas, utiliza la misma letra, lo cual dificulta mucho la comprension del
0
texto. El término independiente se expresa mediante la unidad o Movdg, M, seguido

de un numero*. El cuadrado (tetpdywc)*® es el nimero multiplicado por si mismo;
trasladado al lenguaje aritmético, toma el nombre de potencia; el lado del cuadrado
(mhevpd TOL TETEAYWG), es el nimero que se identifica con la incégnita. Hay otros nu-
meros compuestos: el cubo, formado por el producto de un nimero cuadrado por su
lado. Se llama cuadrado-cuadrado al nuimero cuadrado multiplicado por si mismo.
Cuadrado-cubo es el resultado de multiplicar un nimero cuadrado por el cubo del
mismo lado. Cubo-cubo es el nimero formado por el producto de dos nimeros cubi-
cos. Cuando todos estos nimeros entran a formar parte de la teorfa aritmética se es-
criben de modo abreviado: DY, KY, DYD, DK"Y, KK, y toman estos nombres: dunamij,
kubwn, dunamogunamewn, dunamokubwn, kubokubwn, respectivamente?’. Diofanto
también describe los inversos de estos numeros y las operaciones realizadas con ellos.
Asimismo, define los productos con cantidades de distinto signo: “lo que falta*® multipli-
cado por lo que falta, nos da lo que es; mientras lo que falta multiplicado por lo que es
nos da lo que falta”. El autor agrupa los nimeros que sustraen detras de un simbolo
especifico, colocando antes todas las magnitudes positivas.

Los enunciados de los problemas suelen proponer una condicion general e inde-
terminada que Diofanto necesita concretar. Para ello, busca una expresion manejable
escrita en funcién de la incégnita®® con la cual compone su primera igualdad. Una vez
establecida ésta, finaliza el proceso de invencion® o euresic. Después, elimina de esa
igualdad los términos negativos y agrupa los de la misma especie®!, hasta obtener la

43 Respecto a la metodologia diofantica, leer a Christianidis (2007) y Thomaidis (2005).

4 Bashmakova & Smirnova sefialan que este signo se encuentra en el Papiro Michigan (s. II d. C.) y en
una tabla afiadida a la coleccién Geomsétrica de Herdn (2000, p. 38).

45 Como sabemos, los griegos utilizaban las letras de su alfabeto para designar los nimeros. Sesiano

(1999, pp. 17 y 18).
46 Simbolizado por Tannery con un cuadrado.
47 En los libros arabes se alcanza la octava potencia.
48 Algo que falta: Agfipig. Aquello que posee existencia: Jnapéig
49 Maniobra desarrollada por Diofanto, segiin Thomaidis (2005).
50 En opinién de Christianidis (2007).
51 Ambas reglas las conocemos con el nombre de restauracion y oposicion, desde que Al-Jwarizmi las enuncié

en su Kitab al-jabr wa'l-muqabala (aprox. 830 d. C.). Diofanto las describe en la introduccion del libro 1,
en un parrafo denominado por Bachet de Méziriac Definicién XI.
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expresion que le conduce al resultado. A veces, necesita introducir valores falsos y
magnitudes auxiliares, con la intencién de proseguir su razonamiento. La estrategia de
operar con cantidades supuestas (o método de falsa posicion) proviene de las matema-
ticas babilonicas y egipcias®.

Es también en la introducciéon® donde Diofanto anuncia un método nuevo para
resolver igualdades en las que #na especie es igual a dos especies, y asegura que explicard su
mecanica en otro lugar. Sin embargo, en ninguno de los libros que conservamos se
materializa este proyecto. Comprobaremos que se trata del procedimiento aritmético
de completar el cuadrado de un binomio. A partir de este momento, Diofanto no ne-
cesitara dibujar diagramas para expresar las relaciones entre magnitudes ni utilizara
segmentos para representar a los numeros>*.

7. Problemas analdgicos

Unicamente hay cuatro problemas con estas caracteristicas en la_Aritmética. En ellos se
pide encontrar dos nimeros (naturales), una vez conocida la suma, diferencia o pro-
ducto de ambos. Tanto los enunciados como la metodologia aplicada coinciden con
algunos ejercicios procedentes de la Antigua Babilonia (2000-1600 a. C.). Al no esta-
blecer como arithmos ninguno de los nimeros buscados, la igualdad propuesta no es de
segundo grado y, en consecuencia, Diofanto no puede ensayar aqui su recién descu-
bierto algoritmo®. Todo lo contrario, introduce en estos problemas una condicion
geométrica que decide su posterior resolucion.

» Ejercicio 1.27: “Encontrar dos nuimeros tales que su suma y su producto formen
Y
dos nimeros dados”.

— Condicién geométrica: “Siempre es necesario que el cuadrado de la semisuma de
los numeros a encontrar exceda en un cuadrado al producto de esos nimeros; cosa
que es, ademds, fignrativa’>.

52 Thureau-Dangin (1938); Li Ma (1993); Melville (2002).
53 Definicion XI.

54 Salvo en V.10. Bashmakova & Smirnova (ibid.) escriben: Diofanto rompe completamente con el alge-
bra geométrica, introduciendo simbolos especiales para las primeras seis potencias positivas (y negati-
vas) de la incdgnita, incluyendo la potencia cero.

55 Jgualdades C para 1. 27 y 28. Igualdad B para 1.30.

56 «“Dei dh twn euriskome'nwn ton apo tou hmideoj tou sunamfotegon tetragwnon tou up' autwn
uperexein tetragwn%. esti de touto plasmatikon” Esta ultima frase (en cursiva) ha suscitado
bastantes comentarios. Bachet tradujo: “Est autem hoc plasmaticum”; Tannery (1974 1, p. 63) inter-
preta: “hoc est formativum.” En opinién de Ver Eecke, significa susceptible de representacion geométrica, y po-
ne en duda su autenticidad, afirmando que pudo ser afiadida por un comentarista griego (1959, p. 37).
Por su parte, Thomas Heath (1910, pp. 140-141) advierte que la palabra plasma significa algo “for-
med ot moulded”, traduciendo la expresion aludida por: “this is of the nature of a formula.” Vitrac de-
nomina prosdiorismos a esta condicién y traduce la dltima frase como: “esto es también una condicién
formal” (2005, p. 21). Esta construccién geométrica es semejante a la que encontramos en Euclides,
Elementos 1LV
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— Proponemos que la suma de los nimeros forme 20 unidades, y que su producto
forme 96 unidades.
— Sea la diferencia de esos numeros igual a 24 ; la semisuma, 10 unidades:

0 Numero Mayor [L]: semisuma mas semidiferencia
0 Numero Menor [/]: semisuma menos semidiferencia
— Deduccién y algoritmo implicito (Fig. 16):

[ (sobre 10) —=[_1(96) =[] (sobre 4); 100 — 96 = [I(sobre d)

d+10
/—/%

10 -4
10

2

Figuras 16 y 17

L.=10 + /0 (sobre 10)—[J (96)

/=10 - /O (sobre 10)— CJ(96)

» Ejercicio 1.28: “Encontrar dos nimeros tales que su suma v la suma de sus cuadra-
y
dos formen nimeros dados”.

— Condicién geométrica: “Siempre es necesario que el doble de la suma de los cua-
drados de los numeros exceda en un cuadrado al cuadrado de la suma los niimeros; co-
sa que es también figurativa’> .

— Proponemos que la suma de los nimeros forme 20 unidades y que la suma de sus
cuadrados forme 208 unidades.

— Sea la diferencia de esos nimeros 24 ; la semisuma 10 unidades:
0 Numero Mayor: semidiferencia mas semisuma
0 Numero Menor: semisuma menos semidiferencia
— Deduccion (Fig. 17):
2+ 208 =[] (sobre 24) +[] (sobre 20) — 208 = 24 +200; 40=2

» Ejercicio 1.29: “Encontrar dos numeros tales que su suma y la diferencia de sus
cuadrados formen dos nimeros dados”.

57 “Dei dh tou» dij ap autwn twn tetragwnouj tou apo sunamfoterou autwn tetragwnou
uperexein tetragwn% . esti de kai touto plasmatikon”
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— Proponemos que la suma de los nimeros forme 20 unidades, y que la diferencia de
los cuadrados de los nimeros forme 80 unidades.

— Sea la diferencia de los nameros 24 ; 1a semisuma es 10:
O Numero Mayor: semidiferencia mds semisuma

0 Numero Menor: semisuma menos semidiferencia

10-d s+2 0 52
96
d+10 16
2d
[ | ————
20 25

Figuras 18 y 19
— Deduccion (Fig. 18):

(d+10)+ (10-4) =20
80 = [ [sobre (4 + 10)] — [ [sobte (10 — d)] = 404
d+10)-(10-4d) =24

» Ejercicio 1.30: “Encontrar dos nimeros tales que su diferencia y su producto for-
men dos numeros dados”.

— Condicién geométrica: “Siempre es necesario que el cuadruplo del producto de los
numeros, aumentado del cuadrado de su diferencia, forme un cuadrado; cosa que es
también figurativa®®.

— Proponemos que la diferencia de los numeros sea 4 unidades, y que su producto
sea 96 unidades; 2s es la diferencia:

0 Numero Mayor: semisuma [s] mas semidiferencia
O Numero Menor: semisuma [s] menos semidiferencia
— Deduccion (Fig. 19):
(s+2)- (s—2) =96 =(sobre s) — 4

El diagrama de la Figura 19 se utiliz6 también en algunos ejercicios procedentes de los
periodos Arcaico y Seletcida de Babilonia®.

58 «“Dei dh ton tetrakij up' autwn meta tou apo thj uperoxhj autwn poiein tetragwnon. est/
de kai touto plasmatikon.”

59 Del petiodo Arcaico es la tablilla YBC 6504, registrada en el Museo de la Universidad de Yale (Neuge-
bauer MKT II1, pp. 22 y ss.; Thureau-Dangin TMB, pp. 134 y ss.; Hoyrup 2002, pp. 177 y ss.). BM
34568 procede del periodo Seleucida y esta depositada en el Museo Britanico (Neugebauer MKT II1,
p. 14y ss.; Thureau-Dangin TMB, pp. 57 y ss.; Hoyrup 2002, pp. 391 y ss.).
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8. Problemas con igualdades de las clases A y B

En este apartado vamos a analizar el tratamiento diofantico de las ecuaciones cuadra-
ticas mixtas, o aquellas en las que dos especies son iguales a una especie®®. Una vez enunciado
el problema, Diofanto traslada al lenguaje aritmético sus condiciones y datos, expresa-
dos en funcién de la primera incognita o arithmos. Iguala esta relacion aritmética a una
nueva expresion en la que aparece esa misma incognita (aqui reside la parte mas oscu-
ra y enigmatica del método diofantico). Luego, establece la ecuacién (o inecuacién). Su
estrategia consiste en componer sucesivamente, y segin sea necesatio, igualdades a las
que aplica ambas reglas de restauraciéon y oposicion; introduce consecutivamente in-
cognitas y equivalencias auxiliares, hasta obtener una igualdad reducible a la expresion
mas simpled!. Si de ésta no se obtiene la solucién requerida, porque es de la clase ante-
riormente mencionada, incorpora un algoritmo que no define, sino que expresa de la
siguiente manera:

E/ cnadrado de la mitad del coeficiente de la incignita, junto con el producto del término
absoluto y el coeficiente del cuadrado de la incdgnita, debe ser un niimero cnadrad.

Y que, como sabemos, se deduce asi:

dxzihx=€—>(ax)2ib° ax = ac

2 2
(ax)Zib° ax-i-(éj =ac+ (éj
2 2
2 2 2
(axiﬁj =ac+ (éj - ac+ (éj =
2 2 2

Nosotros vamos a dibujar un cuadrado, como hace Tannery, para aludir a un nimero
cuadrado indeterminado (tetpdywc), distinto de la potencia (du§namij). Aqui, sélo mos-
tramos integramente el ejercicio IV.31. En los restantes indicaremos la ecuacién cua-
dratica alcanzada y la introduccién del algoritmo.

8.1. Problemas resueltos con el algoritmo:

» Ejercicio IV. 31: “Dividir la unidad en dos nimeros, y afiadir a cada uno de ellos
un nimero dado, de manera que su producto forme un cuadrado”. Sean esos nu-
meros 3y 5.

— Ecuacién inicial indeterminada; llamamos “x al primer arithmos: (x + 3) + [(1 — x)

+51=01
Sea este cuadrado igual a 45°

— Ecuacién cuadratica alcanzada (clase B): 3x + 18 = 55", Es irracional, porque el

6 Tannery, p. 15
61 Ver Thomaidis (2005); Christianidis (2007).
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2
Algoritmo: 5+ 18 + (%) - U

G

Ecuacién auxiliar: 3x + 18 = ([J+ 1)x°

Nuevo algoritmo: [ [] +1] - 18 + (%)2 =

Procedimiento explicito y nueva incognita o arithmos:

+1)- 18+(§j2: O — 184 + 18 + % =0- 72/ +81=01

Sea 72/ + 81 = 8n+9° — n=18

Segunda ecuacion mixta (clase B): 3x + 18 = (1 8+ 1)x2 — 3x+ 18 =325

1
Solucion directa: x =—— = —; el otro numetro es —9
25 25

Ejercicio IV.39: “Encontrar tres nimeros tales que la diferencia del mayor y el me-
diano tenga una relaciéon dada con la diferencia del nimero mediano y el mas pe-
queflo, y tales que, tomados dos a dos, formen un cuadrado”. Sea esta relacién 3.

Inecuaciéon cuadratica (clase B): 6p + 18 < 2p2
Algoritmo

1/ 218 7—>,/ +218+— Sop @;p 5

Ejercicio VI.6: “Encontrar un triangulo rectangulo tal que el nimero de su drea,
aumentado en el numero de una de las perpendiculares, forma un nimero dado”.
Sea ese nimero 7 unidades.

Primera igualdad: 65"+ 3x =17

2
Algoritmo: [%) +6:7# [

Ecuacién auxiliar con nuevo arithmos y algoritmo:

2
1 1
E(;%'1)><2+1x:7 - (Ej +7- 2—D 1+ 14m =

1
Ecuacién principal (clase A) y solucién directa: 845"+ Ix=7 — x= "

Ejercicio VI.7: “Encontrar un tridngulo rectangulo tal que el nimero de su drea,
disminuido en el nimero de una de las perpendiculares, forma un nimero dado”.
Sea ese nimero 7unidades.
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— Ecuacién principal (clase B) y solucién directa: 845" —Tx=7 = x= 3

» Ejercicio VI.8: “Encontrar un tridngulo rectingulo tal que el nimero de su érea,
aumentado en el numero compuesto por la suma de sus perpendiculares, forma un
numero dado”. Sea ese numero 6 unidades.

1
— Ecuacion principal (clase A): 630x" + 73x = 6 con solucién implicita: x = e

» Ejercicio VI.9: “Encontrar un tridngulo rectingulo tal que el nimero de su érea,
disminuido en el nimero compuesto por la suma de sus perpendiculares, forma un
nimero dado”. Sea ese nimero 6 unidades.

— Ecuacién y algoritmo:
2

1 1+

S0 Do’ — (1 +mx=6 — (ij +6- %zm s+ 4m+ 1=
— Ecuacién principal (clase B): 630x" — T3x =6

6

— Solucién directa: x = 3
» Ejercicio VI.10: “Encontrar un tridngulo rectingulo tal que el nimero de su érea,

aumentado en el numero compuesto por la suma de la hipotenusa y una de las
perpendiculares, forma un nimero dado”. Sea ese numero 4 unidades.

— Ecuacion auxiliar y algoritmo:

2
-+ D)+ A +h)x=4 > (%) +4- m;—l O

— Ecuacién principal (clase A): 630x" + 81x = 4

— Solucién directa: x = —
105

» Ejercicio VI.11: “Encontrar un tridngulo rectingulo tal que el nimero de su érea,
disminuido del nimero compuesto por la suma de la hipotenusa y una de las per-
pendiculates, forma un numero dado”. Sea ese numero 4 unidades®2.

— Ecuacion auxiliar y algoritmo:

02 Encontramos un ejercicio muy parecido en Thureau-Dangin (TMB, p. 62); se trata de una tablilla regis-
trada en el Museo Britinico con el nimero BM 34568 (17). También en Herén, Geometrica (ed. Hei-
berg, pp. 422,15-424.5); ver Sesiano (1999, pp. 23-24) y Vitrac (2005, p. 11 y ss.).
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2
%[l-(m+l)]x2_(l+b>xz4 N (%) 4. m;—l e

Ecuacion principal (clase B): 630x° — 81x = 4

Solucidn directa: x = g

9. Problemas con ecuaciones cuadrdticas de la clase C
1. Expresion del algoritmo en las igualdades del tipo C:

E/ cnadrado de la mitad del coeficiente de la incdgnita, menos el producto del término ab-
soluto y el coeficiente del cuadrado de la incdgnita, debe ser un niimero cuadrado.

\S)

. Posible calculo algebraico:

ax’ —c=bx — (ax)z-l-ac:b' ax

2 2

(aX)2+a€+(§) =b- ax+ (g)

2 2 2
(ax—éj = (gj —ac —> (gj —ac=[]

9.1. Problema resuelto sin algoritmo

» Ejercicio IV.22: “Encontrar tres numeros tales que el nimero sélido formado por
esos numeros, aumentindolo de cada uno de ellos, forma un cuadrado.”

— Igualdad de la clase C: 47— 4 = i’y raiz: 2
9.2. Problemas resueltos con el algoritmo:
» Ejercicio V.10: “Dividir la unidad en dos partes, y afiadir respectivamente a cada

una de esas partes sendos nimeros, de manera que formen un cuadrado.” Sean
esos numeros 2 y 0.

720> 171" + 17
— Inecuaciones cuadraticas (clase C):

721 < 194" + 19

2
72 72 67
— Algoritmo explicito: [?) -17-17 31 — 31+ > 67 > n 17

Theoria 62 (2008): 219-244



240 Piedad YUSTE

2
72 72 66
— Algoritmo implicito: (?) -19-19 30 — 30+ > 66 = n 10

- Solucién:@ n ﬂ —>n_3+l_z
1 17

» Ejercicio® VI.22: “Encontrar un tridngulo rectingulo tal que el nimero de su pe-
timetro sea un cubo, y que este perimetro, aumentado en el nimero del area del
triangulo, forme un cuadrado.” Sea el perimetro del triangulo 12 unidades y la su-
petficie 7 unidades.

— Ecuacién (clase C): 172x = 336x" + 24

2
172
— Y un algoritmo imposible (negativo): (%) —-336- 24+

2
(64)* +4m

; — 8- (64 m =]

— Nuevo algoritmo:

— Deja al lector finalizar el ejercicio.

10. Conclusion

En este trabajo hemos repasado algunos ejercicios procedentes de la Antigua Babilo-
nia (periodos arcaico y seleucida)® en los que, aparentemente, intervienen ecuaciones
cuadraticas. En realidad, no hubo una formalizacion explicita de tales ecuaciones, pero
s{ un método de resolucién extraido directamente de la visualizacién de un diagrama.
A la expresion que traduce su resultado la hemos denominado algoritmo geomiétrico, por-
que describe una composicién o conjunto de figuras. Los matematicos de Mesopota-
mia solfan calcular los cuadrados de las semisumas y de las semidiferencias de las
magnitudes buscadas, debido a que, mediante su representacion grafica, descubrian el
rectangulo formado por el producto de ambas magnitudes. Muchos de los algoritmos
geométricos aluden a estos términos. El procedimiento heuristico es analitico y evolucio-
na a través de figuras, como en la geometria. Una vez obtenidas las soluciones especi-
ficas de los ejercicios, no hay fase de generalizacién ni exposicion sintética. Deduccion
y prueba son aqui la misma cosa. Al no haber una formalizacién de ecuaciones, no ca-
be esperar la aplicacion de reglas de indole algebraica: agrupacion de términos seme-
jantes, eliminacion de elementos idénticos, etc.

03 Fjercicio andlogo a BM 34568 (17), procedente del Perfodo Seletcida de la cultura babilénica.

64 Casi todos los documentos matematicos que conservamos proceden del petiodo arcaico; algunos co-
rresponden al periodo seleucida; y muy pocos a la denominada “época oscura”, intermedia entre am-
bas.
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Diofanto de Alejandria trascendié la mera representacion de nimeros y magnitu-
des, expresando en el lenguaje tedrico las condiciones anunciadas en los ejercicios.
Formaliz6 igualdades y desigualdades a las que aplicé dos reglas de caracter algebraico.
Propuso un algoritmo aritmético para resolver las ecuaciones en las que dos términos son
iguales a un término (para nosotros, de segundo grado), pero desprovisto ahora de to-
do significado geométrico. Dicho algoritmo lo obtuvo mediante el desatrollo algebrai-
co de completar el cuadrado, pero todavia pendiente de las limitaciones impuestas por
sus predecesores. Asi sélo consigui6 extraer una solucion (o rafz) de cada una de las
igualdades establecidas (pues no habifa posibilidad de admitir cantidades negativas); y
en las ecuaciones de la clase C, aunque existen dos algoritmos geométricos, su método le
permitia obtener solamente una raiz.

Los matematicos babilonios inferfan dos incognitas a partir de un mismo diagrama.
Diofanto s6lo podia obtener una raiz utilizando el procedimiento abstracto de com-
pletar el cuadrado. Si esto que decimos es cierto, comprenderemos por qué los ejerci-
cios 27 a 30 del libro I de la Aritmética fueron tratados al modo tradicional: el algoritmo
aritmético de Diofanto no afiadfa nada nuevo a lo que ya se sabia; y lo que es peor, so-
lamente descubria una de las incégnitas.

ESQUEMA COMPARATIVO DE ESTRATEGLAS

EN MESOPOTAMIA DIOFANTO
(resolucién de problemas en los que (resolucién de problemas con
intervienen cuadrados) ecuaciones cuadraticas)
Enunciado particular de un ejercicio Enunciado general de un ejercicio

Reconocimiento de las magnitudes conoci-

Reconocimiento de las magnitudes . . . NS
5 das e identificacion de la(s) incognita(s)

En ocasiones, se introduce un factor Incorporacién de magnitudes equivalentes
y/o un valor falso para la incégnita y/o provisionales. Uso de simbolos

Composicién de una expresion

Composicién de un diagrama o
aritmética abstracta

Aplicacion de reglas: restauracion

Proceso de cortar y pegar L
y oposicion

Introduccién de nuevas incognitas y magni-
tudes auxiliares. Aplicacion de reglas

Formalizacién de una igualdad abstracta
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Algoritmo geométrico descriptivo, con Algoritmo aritmético abstracto formado
visualizaciéon de las magnitudes por cantidades numéricas
Calculo y solucion Calculo y solucién
A veces, prueba A veces, prueba

Asi pues, la férmula que propone Diofanto no es analdgica ni descriptiva, como
habfan sido los algoritmos mesopotamicos, pues de su lectura no se infieren lineas y
superficies. Tampoco posee el grado de generalidad que los matematicos arabes le
confirieron. Estos dltimos trataron de justificar geométricamente cada una de sus re-
glas®s. Diofanto intentaba, por el contratio, escapar de ese entorno en el que deduc-
cién y prueba posefan una naturaleza tangible, manipulable y empirica. Quiso trans-
formar esa metodologia en un conocimiento universal y tedrico. Pero quiza su nuevo
programa se alejaba demasiado del saber instituido y tuvo que restringirlo a unos po-
cos casos en los que los nimeros buscados no eran otra cosa que entidades arbitrarias,
sin anclaje al mundo real.%

REFERENCLAS

Bashmakova, 1., y G. Smirnova (2000). The Beginning and Evolution of Algebra. The Mathematical Associa-
tion of America

Baqir, T. (19502). “An important mathematical problem text from Tell Harmal”, Sumer 6, pp. 3-54.

(1950b). “An important mathematical problem text from Tell Harmal”, Sumer 6, pp. 130-148.

Berggren, J.L. (1986). Episodes in the Mathematics of Medieval Islam. New York: Springer Verlag.

Bruins, E.M., y M. Rutten (1961). Textes mathématiques de Suse (TMS). Mémoires de la Mission archéologi-
que en Iran, XXXIV, Paris

Christianidis, J. (1991). “ jArigmhtikh Stoixeiwsij : Un traité perdu de Diophante d’ Alenxandrie »”,
Historia Mathematica 18, pp. 239-246.

(2007). ”The way of Diophantus: Some clarifications on Diophantus’ method of solution”, His-
toria Mathematica 34, pp. 289-305.

Damerow, P. (2001). “Kannten die Babylonier den Satz des Pythagoras?”, en Hoyrup and Damerow
(eds.), Changing views on Ancient Near Eastern Mathematics, Berlin: Dietrich Reimer Verlag, pp. 219-310.

Diofanto de Alejandtia (2008). La Aritmetica y el libro Sobre los niimeros poligonales. Benito Mufioz, Ferndndez
Moral, Sinchez Benito, eds. Madrid: Nivola Ediciones.

(1984). Les Arithmétigues. Roshdi Rashed, ed. Patis: Les Belles Lettres.

Friberg, J. (2000). “Mathematics at Ur in the Old Babylonian Period”, Revue d’Assyriologie et d’Archéologie
Orientale XCIV, pp. 97-189.

(2005). Unexpected links between Egyptian and Babylonian Mathematics. Singapore: World Scientific

Publishing Co.

% Los algebristas arabes medievales, por el contrario, deseaban justificar sus procedimientos e incluyeron
pruebas diagramaticas en sus obras. Berggren (1986); Parshall (1988); Klein (1992); Sesiano (1999);
Bashmakova & Smirnova (2000); Moreno Castillo (2002).

66 _Agradecimientos: Quiero expresar mi reconocimiento a los profesores Santiago Garma, Javier de Loren-
zo, César Saenz, Juan Tarrés y Manuel Vegas. Asimismo, agradezco las observaciones y comentarios
efectuados por los anénimos evaluadores de este articulo.

Theoria 62 (2008): 219-244




Ecuaciones cuadraticas y procedimientos algoritmicos. Diofanto y las matematicas en Mesopotamia 243

Gandgz, S. (1937). “The Origin and Development of the Quadratic Equations in Babylonian, Greek and
Early Arabic Algebra”, Osiris 3, 319-391.

Heath, T. (1910). Diophantns of Alexandria: A Study in the History of Greek Algebra. 2* ed. facsimil de la de
Cambridge. Chicago: Powell's Bookstore.

Herén de Alejandria (1912). Heronis Alexandrini Opera quae supersunt omnia vol. 117. G. Schmidt y J. Heiberg
(eds.). Leipzig: Teubner, 1912; reimp.: Stuttgart, 1976.

Hoyrup, J. (1997). “Hero, Ps.-Hero, and Near eastern Practical Geometry. An investigation of Metrica,
Geometrica, and other treatises”, en K. Déring, B. Herzhoff y G. Wohtle (eds.), Antike Naturwissen-
schaft und ibre Rezeption, Band 7. Trier: Wissenschaftlichen Verlag Trier

(2001). “On a Collection of geometrical Riddles and their Role in the Shaping of Four to Six A+

gebras”, Science in Context 14, pp. 85-131.

(2002). Lengths, Widths, Surfaces. A Portrait of Old Babylonian Algebra and Its Kin. New York, Betlin,
Heidelberg: Springer-Verlag.

Klein, J. (1992). Greek mathematical thought and the origin of algebra, Dover Publications.

Knorr, W.R. (1993). “Arithmétiké stoicheiosis: On Diophantus and Hero of Alexandria”, Historia Mathe-
matica 20, pp. 180-192.

Li, M. (1993). The Rule of False: Early Applications and Conjectured Transmissions. G6teborg: Department of
Mathematics, Chalmers University of Technology, University of Géteborg,.

Melville, D.J. (2002). “Weighing Stones in Ancient Mesopotamia” , Historia Mathematica 29, pp. 1-12.

(2004). “Poles and Walls in Mesopotamian and Egypt”, Historia Mathematica 31, pp. 148-162.

Moreno Castillo, R. (2002). Omar Jayyam. Poeta y matematico. Madrid: Nivola.

Nemet, N. (1993). Cuneiform Mathematical Texts as a Reflection of everyday Life in Mesopotamia. New Haven, CT:
American Oriental Society.

Neugebauer, O. (1935-1937). Mathematische Keilschrif-Texte (MKT), Quellen und Studien zur Geschichte der
Mathematik, Astronomie und Physik, 3 vols. Berlin: Julius Springer; reimp. 1973.

y A. Sachs (1945). Mathematical Cuneiform Texts. New Haven, CT: American Oriental Society and
the American Schools of Oriental Research

Nissen, H.J., P. Damerow y R.K. Englund (1993). Archaic Bookkeping: Early writing and technignes of economic
administration in the Ancient Near East . Chicago y Londres: University of Chicago Press.

Oppenheim, A.L., y E. Reiner (2000). Ancient Mesopotamia: Portrait of a Dead Civilization. Chicago: Univer-
sity of Chicago Press.

Parshall, K.H. (1988). “The Art of Algebra from Al-Khwarizmi to Viéte: A Study in the Natural Selection
of Ideas”, History of Science, XX VI, pp. 129-164.

Rashed, R. (1974). “Les travaux perdus de Diophante (I)”, Revue d’ Histoire des Sciences XXVII, pp. 97-122

(1975). “Les travaux perdus de Diophante (I1)”, Revue d’ Histoire des Sciences XXVIII, pp. 3-30.

(1994). “Notes sur la versioén arabe des trois premiers livres des Arithmétiques de Diophante, et
sur le probleme 1.39”, Historia Scientiarum 4 (1), pp. 39-46.

Robson, E. (1999). Mesgpotanian Mathematics, 2100-1600 BC: Technical Constants in Bureaucracy and Edncation.
Oxford: Clarendon Press.

Sesiano, J. (1982). Books IV to VI of Diophantus’ Arithmetica in the Arabic translation attributed to Qusta ibn
Luga. New York.

(1999). Une introduction a Ibistoire de l'algébre. Lausanne: Presses Polytechniques et Universitaires
Romandes.

Tannery, P. (1974). Digphantvs Alexandrinvs, Opera Omnia. Stuttgart: Teubner.

Thomaidis, Y. (2005). “A Framework for Defining the Generality of Diophantos’ Methods in ‘Arithme-
tica™, Archive for the History of Exact Sciences 59, pp. 591-640.

Thureau-Dangin (1938). “La méthode de fausse position et lorigine de I'algebre”, Revue d’Assyriologie
XXXV, pp. 71-77.

(1938). Textes mathématiques Bayloniens. TMB. Leiden: Brill.

Ver Eecke, P. (1959). Diophante d’Alexandrie, Les six libres arithmétiques et le libre des nonbres polygones. Paris:
Blanchard.

Vitrac, B. (2005). “Peut-on patler d’algebre dans les mathématiques grecques anciennesr?”’, Mirror of Heri-
tage (Ayene-ne Miras) 3, pp. 1-44 .

Theoria 62 (2008): 219-244



244 Piedad YUSTE

Yuste, P. (2006).”Geometry for Trapezoids in the Old Babylonian Period: An Observation about Tablet
IM 52301, Historia Scientiarnm 16-2, pp. 128-143.
(2008). “Geometry in Mesopotamia and Genesis of Algorithms”, Historia Scientiarum (préxima
publicacién).

Piedad YusTE ha investigado e impartido docencia en el Departamento de Ldgica, Historia y Filosofia de
la Ciencia de la UNED. Actualmente, es Profesora Ayudante Doctor. Su linea de investigacion incide en
la historia y filosofia de las matematicas, principalmente, en la matematica creada en la Antigua Babilo-
nia. Ha publicado articulos sobre el origen y desarrollo del algebra, génesis de algoritmos y evolucion
del célculo, en Theoria, Centaurus, Historia Scientiarum, Endoxa y Revista Espafiola de Fisica.

DirecciON: Dpto. de Légica, Historia y Filosofia de la Ciencia, Facultad de Filosofia, UNED. Paseo Senda
del Rey, n°® 7, Madrid 28040. E-mail: pyuste@bec.uned.es.

Theoria 62 (2008): 219-244



	Defending “Restricted Particularism” from�
	Interpretando la Paradoja de Moore: �la irracionalidad de un
	Is the subjective interpretation of quantum �probabilities r
	Sobre la dinámica relacional del espaciotiempo y la conserva
	Selección interna: el control de la filog
	Ecuaciones cuadráticas y procedimientos algorítmicos.
	Diofanto y las matemáticas en Mesopotamia



