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ABSTRACT

Our aim in this paper is to analyse the
possibilities of a logical or epistemological equiva-
lence between the projects of R. Dedekind and
G. Frege for the foundations of arithmetic, It
is well know that both of them have a "ogicist?
point of vew. But we think that even if some
coincidences exist in the way they define the
main concepts of arithmetic, some important
differences remain,

En el afio 1893, al momento de la publicaci6n de la segunda edici6n
de su libro #as sind und was soblen die Zahlen, R. Dedekind escribia

en el prefacio:

Aproximadamente un afo después de la rublicacién de mi memonia,
tuve conocimiento de fa olra de Prege: Die  Gaundlagen der  A-
rdhmetik que aparecid en ef ano 1884, 4 resan  de  fo  Lejana
Gue bu concepcibn acerca de fa esencia de los nilmenos  gsta
de fa mig, mantiene puntos de coincidencia con md trabago;, particu-
lormente a partin del § 79 de su  obna hay una gran  similitud
con mé trabajo en especial con la definicidn 44.

Dicha coincidencia no es el de desculbnin delido o fus distintas
formas de expresidn que adoptamos; perc fo  manera en fa  cual
el auton halla de fa inferencia Ugica de n a n+l, muestwa rlena-
mente que 8¢ se apoya sobne ol mismo tundamento que yol.

Efectivamente, los dos manifiestos acerca del fundamento de
la aritmética presentan numerosos aspectos en comfn, uno de los cuales
es el senalado por Dedekind acerca de la inferencia de n a n+l. Sin
embargo no resulta obvio el afirmar que de la presencia del principio

de inferencia en los dos trabajos se pueda concluir que ambos descansan
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sobre el mismo fundamento. En el iﬁtento compartido de fundamentar
la existencia de los nlimeros de manera puramente l6gica, podemos
ver algunas equivalencias, pero también posiciones distintas en torno
a la definici6bn de nfimero natural o el principio de induccién. En este
caso, el lugar de la equivalencia puede ser entonces ocupado por una
controversia.

Por ello vale la pena conocer también las opiniones de Frege
acerca de la supuesta comunién de ideas y de objetivos que comparte
su proyecto de fundamento de la aritmética con el de Dedekind. Frege

afirmaba a este respecto que:

No es posible encontran en ninguna parte de su obra fa enumeracidn
de tas leyes lgicas sobre bas cuales se funda. {...] €¢ (Dedekind)

sostiene que fo teonda de ruimézzoa es una rnama de fa lbgica,  pero
s ilro aponta muy pocos elementos para profanto?.

Tal parece que para Frege una posible equivalencia matemética
no puede minimizar la enorme diferencia filos6fica que lo separa de
Dedekind. Sin embargo, nos proponemos en este trabajo mostrar en
qué medida es posible hablar de una similitud de ideas o de procedimien-
tos y, dejando de lado las diferencias de fondo que existen en los dos
proyectos, nos limitaremos a analizar las posibilidades de una equivalen-
cia. Como se sabe, el punto de contacto, que en buena medida se puede
considerar como el punto de alejamiento, es la equivalencia entre las
definiciones de los conceptos de sucesidn y de cadena, las definiciones §
79 y 44 a las que Dedekind alude en el'prefacio citado.

Por el Camino Trazado en la Cadena de Dedekind

Dedekind elabora su concepto cadena a partir del § 37 de su
memoria para poder definir a los nGmeros naturales como la cadena de
un elemento base, llamado asf "primer elemento". Dicha caracteriza-
cién le permite expresar el orden de los nimeros naturales como un
4uen onden y al mismo tiempo demostrar sobre este conjunto el principio
de inducci6n.

Dado un cbnjunto x y una funcién definida sobre & y que toma
valores en el mismo conjunto, una cadena, respecto a la funcién, es
un subconjunto ¥ de X que satisface la propiedad de contener a su

propia imagen bajo la funci6n. Es decir, si £X + X es una funci6én
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y Y es un subconjunto de X que satisface la condicién de que AY) es un
subconjunto de 4, entonces este es una cadena (respecto de f).

Para un subconjunto arbitrario 4 del conjunto X, se define a
la cadena de A (denotada como A’) como la interseccién de todas las
cadenas de X que contienen al subconjunto A. 4 es una cadena segln la
definicion original y es, de hecho, la minima cadena que contiene a 4.

A partir de estas definiciones Dedekind demuestra dos propiedades
fundamentales de las cadenas:
1) Que la imagen de la cadena coincide con la cadena de la imagen;
es decir, que Z (4’) = {£ (4)}".
2) Que la cadena de un subconjunto es la suma (unibn) del subconjunto
con la imagen de la cadena; es decir:

A’ = AU £ (4')

Con estas dos propiedades se obtiene el siguiente resultado: "Sj
una propiedad es véilida para todos los elementos de un subconjunto
A, y si cada vez que se cumple para un elemento que pertenece a
la cadena de ese subconjunto la misma propiedad se cumple para su
imagen bajo la funci6n, entonces la propiedad es vilida para todos
los elementos de la cadena del subconjunto”. Este resultado es la forma
més general del principio de induccién pues no hace otra cosa que
afirmar que todos los elementos de la cadena A’ cumplen una cierta
propiedad 7 siempre que se cumplan las siguientes condiciones:

1) Todos los elementos de 4 cumpien la propiedad 7.
2)  Si un elemento x de A’ cumple la propiedad 7, entonces su imagen
£ {x) cumple también la propiedad 7.

Si el subconjunto A estd formado por un Gnico elemento y la
funci6n que define a la cadena es inyectiva (1 a 1), la cadene A’ es un
conjunto simplemente infinito siempre que este elemento no .forme parte
de la imagen de su cadena. Es decir, si A = {a} y a no es un elemento
de /£ ({a}'"), (en donde la funcién fes 1 a 1) el conjunto X=4° (X={a}’} es
simplemente infinito, A partir de esta definicién Dedekind afirma que
cualesquiera dos conjuntos simplemente infinitos son equivalentes, el
conjunto de nimeros naturales aparece asf como el modelo can6nico:
un nfimero natural es entonces un elemento de un conjunto simplemente
infinito®, La caracterizaci6n de los objetos como nGmeros ordinales
se deriva de las propiedades inducidas por el congunto cadena : si el ele-
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mento a partir del cual se forma la cadena se considera primer elemen-
to, su imagen bajo la funcién inyectiva, al ‘iguél que la imagen de.
esta, son sucesones del primer elemento. Cada elemento tiene siempre
un Gnico sucesor inmediato: su imagen bajo la funcién (la unicidad
del sucesor es una propiedad garantizada por la inyectividad de la fun-
ci6n). Se puede ver adem&s que todos los elementos de la cadena, salvo
el primero, son sucesores inmediatos de alglin elemento.

De las dos propiedades generales de las cadenas:

1) A’ =AU L (A

2) £ (4) = {£ (A}

se deriva al conjunto sim plemente infinito X a ‘partir de la igualdad
X ={ay ={alU {£@@} ={a)U {{£ (@} U {£{@N}= .. dando
al final el siguiente conjunto: {a, £ (a), Z (£ (@), Z (£ (£ (a)), £ (£ (£ (£
(@))));eseeset « El principio de induccién deviene el principio conocido para
los nfimeros naturales: si una propiedad vale para el primer elemento,
y si cada vez que vale para un elemento del conjunto vale para su
sucesor, entonces la propiedad vale para todo el conjunto, La propiedad
fundamental que caracteriza a este conjunto simplemente infinio, y
que resulta indisoluble de este principio de induccibn, es que el orden
dado por la funci6n inyectiva, llamada funcién sucesor, es un luen onden:
a cada subconjunto no vacio de la cadena le corresponde siempre un
primer elemento.

En una conocida carta escrita a H. Keferstein en 1890,Dedekind
asegura que los elementos que presenta en su memoria acerca de la
naturaleza de los nimeros son el resultado de un "profundo andlisis — de
Lo . sende de fos nibmenos natunales tal y como esta se presenta en
nuestra experiencia”. Dedekind comienza pregunténdose por las relacio-
nes, que de manera independiente Jlas unas de las otras, pueden caracte-
rizar de manera completa a la serie de los nfimeros naturales. Los
principios a los que se tiene que apegar un anélisis de este estilo son

los siguientes:

1. El conjunto # (sistema en términos del propio Dedekind} esté
formado de individuos llamados ndmeros.
9. Los elementos del sistema #/ se encuentran en una relacion

determinada los unos con los otros. Dicha relacién establece lo
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que de manera comf(n llamamos un onden en el sistema de los
nfimeros y que se expresa diciendo que a cada nimero n le corres-
ponde un Ginico nmero n' y que es el suceson inmediato de n. Esto
lleva™ a la definicién de una funcién / definida sobre todo
el conjunto # y que a cada elemento n le asigne justamente su
sucesor, Z (n) = n'.

3. A distintos nfimeros corresponden distintos sucesores, lo cual
obliga a definir a la funcién Z como una funcién inyectiva (.sim.ilar
le llama Dedekind). Adem&s de que es importante establecer que
el primer elemento ser8 el Ginico que no es sucesor de ningtin otro
elemento. }

4, La propiedad m&s dificil de ser establecida es aquella que permita
asegurar que con esta caracterizacidon se ha dado una definici6n
precisa de los nfimeros naturales de modo que ningfin otro conjunto
distinto de # puede ser descrito por los elementos que se han
presentado hasta ahora. Tal propiedad la presenta Dedekind a partir
del siguiente problema: Se puede tomar un conjunto § del cual / sea
un subconjunto propio {(de modo que exista otro subconjunto 7 de §
ajeno a /). Si la funcién sucesor Z estd definida sobre todo el
conjunto § de modo que, restringida a #, sea la funciébn que a
cada n le asigne n' y tal que cumpla la condici6n £ (7)=7, entonces
el conjunto § cumple con las condiciones hasta ahora presentadas
y ello conduce asf a un conjunto que contiene otros elementos
adem&s de los nfimeros naturales; a saber, los elementos t del
conjunto 7 ajeno-a N. La propiedad adicional que puede eliminar
a los elementos t de 7 es la siguiente: un elemento n es miembro
de ¥ si (y solo si) este puede ser "alcanzado" a partir del primer
elemento mediante aplicaciones sucesivas de la funcién / de suce-
si6n. (i.e. si n=£ (...£ (1)..)). Esto lleva a Dedekind a proponer la
siguiente definici6n: un elemento n de § es un elemento de # si n es
elemento de cualquier subconjunto A de' § que cumple las siguientes
condiciones, i) el primer elemento 1 es miembro de A. ii) £ () es a
su vez un subconjunto de A*. Es esta condicibn la que lleva a
Dedekind a la definicidn de la cadena y tambi€én a pedir que el
conjunto / sea la interseccién de todas las cadenas que contienen
al primer elemento 1. (#={1}'). En este punto de su explicacién

a H. Keferstein, Dedekind hace de nuevo alusi6n a Frege y a sus
349



Carlos ALVAREZ

dos obras: Begriffsschrifl 'y Die Grundlagen dern Anithmetik en donde
es posible encontrar lque "su modo de definin, a fos sucesones no
inmediatos de un e,ézmen,to comc,(de en esencie con fu definicidn
de fo cadena;, peno 25 necesanio- no confurdinse con AU notacibn
que nesulta poco adecuada®.

5. Finalmente Dedekind intenta responder acerca de la existencia
de un método general de prueba contenido de manera explicita
en la clasificacion hecha de los nfimeros naturales. Es decir, la
existencia de un método para poder probar que una cierta propiedad
es compartida por todos los elementos del conjunto A que han
sido obtenidos a través de la cadena Dedekind asegura a Keferstein
que el método de induccién puede ser formulado de manera segura

a partir de la definicién de la cadena.

Tras las sucesiones de Frege

Algunos afos antes de la publicacién de la memoria de Dedekind,
G. Frege daba a conocer en 1879 su Begu,é&éch/u;& (Conceptografia). El
préposito de la obra ‘es la elaboracmn de un lenguaje conceptual
para el pensamiento puro, de ahi que su tarea principal sea lograr la

expresién correcta de la inferencia l6gica:

"Mi primen paso fue ef intento de neducin el concepto de onden
en una sucesion af de inferencia Légica de modo que de ahl se
pueda Hegan af concepto de nimeno"s

La tercera parte de esta memoria estd dedicada al estudio general
de las sucesiones. Esta seccibn, como el resto de la memoria, trata
Gnicamente con las leyes del pensamiento puro. En este caso, se trata
en general de la sucesi6n de ideas o de juicios y de aquellos conceptos
cuyas propiedades son heredadas o transmitidas por dichas sucesiones
de juicios. Frege da el siguiente ejemplo: si se toma como un juicio
el establecimiento de que M es hijo de N, y como concepto la propiedad
de ser humano, entonces la propiedad de ser humano es "heredada" a
través del juicio que establece la relacién entre M y N (el hijo de un
ser humano es a su vez un ser humano).

En la pnmera parte de la Begriffsschritt, Frege estableci6 que
una funcién no es sino un contenido al cual siempre es p031ble introducir

variables que sustituyan a algln signo que ocurra varias veces en el
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Bajo esta Optica, intenta englobar como caso particular el concepto
de funci6n matemé&tica y de variable matemética. Para el estudio de las
sucesiones se consideran tanto los valores de la variable como el resultado
de la aparici6n de dicha variable en el conten«lo considerado. Una funcién
matemé&tica se distingue por tener un (nico valor resultante, y la /-suce-
si6n es la aplicacién reiterada de £ al resultado obtenido a través de ella.

Con estas consideraciones el principio hereditario bgjo una funcién
dice que:

La propiedad G es hereditaria en o f-sucesién sé dado un objeto

con fo propiedad G, ef nesubtado oftenido ol wsar dicho objeto

como variable en fo funcidn £ tiene tambien fa propiedad G°.

En la notaci6én de la Conceptografia de Frege, la propiedad heredita-

ria se expresa de la siguiente manera:

b LA ‘ g(a)
| - 2,
G(b)

De la disposici6n del enunciado se concluye facilmente que si
una propiedad ¢ es hereditaria en la /Z-sucesi6n, y si un elemento b tiene
la propiedad ¢ y a es el resultado de aplicar Z a b, entonces a tiene
la propiedad ¢. ‘\\

. \ Gla)
i | fiba)

g(b)

o,
y

En 1884, en su libro sobre los fundamentos de la ‘writmética, dicho
principio se formula de manera ligeramente distinta y es\de esta nueva
formulacién que la equivalencia con la cadena de Dedekind \parece posi-

ble: no se habla ya de un objeto con la propiedad ¢, sino de \un objeto
N 351
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que cae bajo un concepto Gg. La equivalencia se obtiene a condicién
de especificar la unicidad del resultado de la aplicacion de la funcién;
asi como la definici6bn precisa de su dominio, el cual debe contener
a g.

Junto con el establecimiento de las propiedades hereditarias, otros
dos conceptos son formulados en la Begriffsschrift como leyes del pensa-
miento y que le permitiran en 1884 completar su definicién de nfimero:
el principio de sucesién y el principio de induccidn.

El principio de sucesién dice que dado un objeto x, se afirma que
2 sucede a x en la /-sucesi6bn de cualquier objeto que sea resultado de
aplicar a x la -funcién £ cae bajo G, y si de la propiedad de que un
objeto cae bajo ¢ se sigue que el resultado de aplicarle /£ tambi€n cae
bajo §, entonces, para cualquier &, z cae bajo §.

Para que un objeto suceda a x en la /-sucesi6n, debe pues caer
bajo todos los conceptos (poseer todas las propiedades) que son heredita-
rias en la misma f-sucesién y a los Cuéles pertenece todo resultado
de aplicar 2 a x. De manera obvia, si un objeto cae bajo todos los con-
ceptos hereditarios en la /-sucesién, siempre que se presenten las condi-

ciones iniciales, este objeto sucede a x en la /-sucesifn.

I gt
a G (a)
N/
f(x,a) = g- flx,»zg)-
m g (n)
| (f {m,n)

Una vez que la propiedad de que un elemento sucede a x en la
/-sucesi6n se asume, el que este elemento posea todas las propiedades
que resultan sef hereditarias en la misma /-sucesiébn se  concluye de
manera inmediata. Es por ello posible afirmar que al momento de suponer
como condicién inicial el que un elemento z sucede a x en la £-sucesion,

se concluye que este elemento z tendrd una propiedad ¢ arbitraria, siempre
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que esta propiedad sea hereditaria en la /-sucesi6n y que la imagen de -
x bajo £ la posea. En palabras de Frege "si z sigue a x en la /-sucesidn,
y si la propiedad ¢ es hereditaria en la misma /-sucesién, y si todo
resultado de la aplicacién del procedimiento £ a x tiene la propiedad &,

entonces z tiene la propiedad "€,

ér
z

Una vez establecida esta propiedad en la /-sucesi6n, Frege retoma
dos "leyes del pensamiento" expresadas en la primera parte de la Begrif-
Isschrifl 'y que mas tarde fueran establecidas como axiomas del célculo

de proposiciones:

L a - . a
¥
m .
C
b
L -
b
i 11,
a L C
I b
a
c L b

A partir de un cambio en el orden de las hipétesis, validado tam-
bi€n desde la primera parte de su libro, Frege reordena la propiedad

hereditaria en la /-sucesi6n de la siguiente forma:
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; Glz)
Y
B f(xY’zB)
a Gla) V.
N

f(x,a)

m ,G(n)
(

f(m,n)

y utilizando la propiedad Il del célculo de proposiciones se obtiene
la siguiente ley l6gica a partir de la ley V.

. G(z)

Y
g fxyzg)

m .(Q(n)

f(m,n)

a gla)

f(x,a)
m G{n)

f(m,n)

Utilizando ahora para esta Gltima ley la propiedad IIl. se obtiene el

siguiente principio:
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! g(z)
‘ % f(xy’ZB)
m
[\ G(n)
1 (

l

n f(m; n)

g (x)
S a G (a)
l f(x,a)

L rr (Q(n)
n

f(m,n)

G{x)

de donde el principio de induccién se deriva,

El principio de induccign resulta una consecuencia de la " definici6n
de la pacpiedad hereditonia en la /Z-sucesién: si un objeto x tiene la pro-
piedad ¢ -la cual es hereditaria en la Z-sucesién y el elemento z sucede
a x en la /-sucesién, entonces z tiene también la propiedad ¢. En la no-
tacion de la Begriffsschnitt este principic se expresa del siguiente

modo:
} g{y)
L X f(x,y)

B
m ,G(n)
I(

n

f(m,n)

Glx)

Como se sabe, el Mmayor orgullo de Frege al término de su Begritp-
sschriift fue el de haber sido capaz de derivar el principio de induccién
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como principio puramente 16gico, es decir, analitico, y no como una
propiedad o consecuencia derivable de los nGmeros naturales’.

En Die Gaundlagen der Andhmetik la f-sucesién  en cuestién es
la sucesién de nGmeros naturales. Un nimero natural sucede a otro
on fo sucesidn de nimernos naturales es la  expresion  aritmética  del

principio 16gico "z sucede a x en la /-sucesién'.

La Definiciébn de Nfimero Natural

Por la forma en que cada uno de estos intentos por fundamentar
la existencia de la serie de los n@imeros naturales se da, la observacién
reiterada de Dedekind acerca de lo poco conveniente de la notacién
de Frege en la Begniffsschrift parece justificada ya que resulta dificil
encontrar una pbsible similitud a consecuencia de la enorme diferencia
que existe en sus modos de presentaci6n. Quedan sin embargo, ciertos
elementos que no requieren de un anilisis demasiado elaborado para
poder encontrar los primeros signos de una similitud entre ellos. Tome-
mos por ejemplo las definiciones de cadenc y de pnopiedad hereditaric,
Si se interpreta a la teorfa de Frege de modo que un "concepto" denote
un conjunto y que por ende la propiedad de que "un objeto cae en
un concepto" se refiere al hecho de que ese objeto es miembro del
conjunto®, la afirmacién de que "la propiedad ¢ es hereditaria en la
/-sucesi6bn" no hace sino afirmar que si un elemento x ya tiene esa
propiedad (x es elemento del conjunto G) y el elemento z es la imagen
de x bajo £ (Ax,z) en la notacién de Frege; z=f(x) en nuestra actual
notacién) entonces z tiene la propiedad ¢ (z es elemento de §) que
no es otra cosa sino la afirmaci6n de que G es una cadenc bajo /.

Pero una aproximacién més interesante es la que se puede obtener
a partir de algunas de las precisiones que el propio Dedekind haria
a H. Keferstein en la carta de la que hemos hablado. En este caso,
quisiéramos referirnos a las observaciones hechas en la bfisqueda de
la precisién completa del conjunto # de nfimeros naturales. Dedekind
asegura que un elemento n pertenece al conjunto N si a partir del
elemento | es posible alcanzar al elemento n mediante sucesivas aplica-
ciones de la funcién sucesién. Si recordamos que "pertenecer a la suce-
si6n de los nfimeros naturales” es la redefinicién que da Frege en su
obra Die Gaundlagen den Arithmetik de la expresién "pertenecer a la /-su-
cesion" que fue dada en la Begrniffsschnift, la condicién de Dedekind
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expresada en la terminologfa de Frege dice que el nGmero n "sucede"
al primer elemento 1 en la /sucesién definida cuando Zes la funcién
sucesor candnica. En el § 80 de Die Gaundlagen der Anithmetik Frege
sefiala que su definicién de "seguir a x en la /sucesi6n" pretende expre-
sar de manera inconfundible el hecho de que, a partir de x y "de manera
continua seguimos a los objetos con los que llegamos a través de la
funcion £y de este modo llegamos a y". Si recordamos la posibilidad
de aproximar la definici6n de la cadenc con la de propiedad — hereditaria
en fa f-sucesidn, la condicién de Dedekind expresa que el‘é\}emento
n debe poseer todas las propiedades que resultan ser hereditarias en.
la /-sucesi6n de modo que todas estas propiedades sean compartidas
por cualquier elemento que se pueda obtener a través de la funcidn
£ (la /-sucesi6én) a partir del primer elemento 1.

Podrfamos asegurar entonces que si un elemento pertenece a la
cadena (respecto a la funci6n sucesor #) definida a partir del elemento
1, es una condici6n equivalente a que sea sucesor de | en la A-sucesion,

Pero si bien hay una cierta "coincidencia" en el modo de generar
la serie infinita de los nGimeros naturales, las posibilidades de extender
dicha coincidencia a la teorfa de nfimeros cardinales se dificulta. Como
se sabe, Frege critica a Dedekind (y a Cantor) por haber hecho de
la teorfa de nGmeros una teoria ordinal de la cual, una vez completada,
se desprendia una teorfa cardinal. En la dGltima parte de la memoria
de Dedekind Was sind und was sollen die Zahlen, este aborda la teorfa
cardinal de la siguiente forma: a partir de cualquier ntimero natural
n siempre es posible definir un subconjunto de # al tomar aquellos
nimeros que son menores o iguales a n. Este conjunto, llamado Zn, es
un subconjunto finito y bien ordenado de #. La propiedad fundamental
de los conjuntos simplemente .infinitos que fue dada por Dedekind al
establecer que estos son los "conjuntos infinitos ma&s pequenos" (es
decir, que todo conjunto infinito contiene a un subconjunto simplemente
<nfinito), le permite probar que todo conjunto infinito X contiene a
un conjunto isomorfo a un Zn. Esta propiedad se cumple para cada
nimero natural. Como consecuencia de esta proposicién, se establece
que un conjunto finito es isomorfo a un Zn; propiedad que de hecho
deviene una definici6n de conjunto finito que contrasta con la que
se deduce de la definicién dada para los conjuntos infinitos: "un conjunto

es finito si no es posible establecer una correspondencia 1-1 entre
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€l y ningGn subconjunto propio”™. A partir de esta nueva caracterizaci6n
de un conjunto finito se dice que si X es isomorfo a Zn, entonces no lo
puede ser a ninglin Zm con m # n. El nGmero natural n nos dice el "nd-
mero de elementos" que tiene el conjunto X y se llama entonces el car-
dinat de X. La teorfa cardinal se completa a partir de las siguientes

proposiciones:

1. Zn tiene n elementos.

2. Si X es un conjunto con un Gnico elemento, X={a}, entonces su
cardinal es I.

3. Si un conjunto X=4 U {j} con j un elemento que no pertenece
a A, si n es el cardinal de 4, entonces An) es el cardinal de
X. La propiedad simétrica también se prueba: si X tiene Zn) elemen-
tos y j €s un elemento de X, entonces el conjunto X-{j }tiene n

elementos.

Siempre que sé tenga un conjunto finito X isomorfo por tanto
a Zn con algn nGmero natural n, este nos dice "cuantos elementos
estdn contenidos en X",

Pero tal vez la propiedad mé&s interesante demostrada por Dedekind
para los conjuntos finitos es la proposicién 171, el Gitimo resultado
de la memoria: Si Z es una funci6n definida sobre el conjunto finito
X, de modo que £ no es 1-1 (inyectiva), entonces el conjunto AX) tiene
un nGmero finito de elementos, y como conjunto finito su nGmero
cardinal es menor que el nimero cardinal de X. Esta propiedad permite
establecer una equivalencia con la "segunda definici6n de conjunto finito"
dada por Dedekind en el pr6logo a la segunda edici6n de su memoria,
ya que establece que para un conjunto finito, un subconjunto propio
no podrd permanecer invariante bajo una transformacién del conjunto
en si mismo. Queda también clara la precisién hecha por Dedekind
en el mismo prdlogo al afirmar que la equivalencia entre esta definici6n
y la primera s6lo es posible mediante una serie de propiedades heredadas
de los nGimeros naturales. En este caso la primera y mas inmediata
de las propiedades utilizadas en esos nlimeros es la existencia del ntimero
n de elementos del conjunto finito.

Frege sostiene por otro lado que los nfimeros, al poseer una exis-
tencia objetiva, no surgen de ninguna "ordenacion" que de ellos se pueda

dar. Existen en la medida en que a ellos se asocia un concepto y como
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consecuencia de ello el nimero resultars un nGmero cardinal. En su
formulacién  m&s conocida, Frege asegura que dar un nGmero equivale
a enunciar algo acerca de un concepto. Con esta afirmacién el nfimero
posee el mismo caracter de objetividad con que cuenta el concepto.
Dado un concepto F del cfal se afirma que n es el cardinal que e
corresponde, n es la extensi6n del concepto "equinfimerico al concepto
F" Es s6lo posteriormente que se puede afirmar que una consecuencia
de su existencia es la de su ordenaci6n en una sucesién; es decir, como
un conjunto ordenado. Esta Gltima propiedad estd también lI6gicamente fun-
damentada a través del concepto de sucesidn y de A-sucesidn. En la
definicién l6gica de los nGmeros de Frege, es necesario que la teorfa
ordinal no se limite Gnicamente a dar una funci6n de sucesor que permi-
ta la definici6n, para cada nfimero natural, de su sucesor inmediato.
Antes de eso es necesario establecer que si el sucesor de un n@mero
natural ha de ser también un namero natural, se requiere de la existen-
cia de un concepto del cqal €se sucesor sea el nimero asociado. En
primer lugar se dice que el nGmero 0 pertenece al concepto F, "si
no hay objeto que caiga bajo F" El nGmero 1 pertenece al concepto
F, "si la propiedad de que un elemento no caiga en F no es universal-
mente vilida, y del hecho de que dos elementos, m, n caigan en F
se sigue universalmente que m=n". De esto se puede ya dar la definicion
del sucesor de un nfimero: "decimos que el sucesor de un nfimero n
pertenece al concepto F si existe un elemento x de F y ademi&s se
sabe que n es el n@mero que pertenece al concepto <<que <cae en F
pero que no es x>>",

En el 878, Frege senala una serie de proposiciones vilidas para

los nGimeros:

1. Si 1 pertenece al concepto F, existe un elemento que cae bajo
F.

2. Si n es el sucesor inmediato de 0, n=1,

3. La relaci6n que se establece entre dos nfimeros naturales m, n,
al afirmar que n es ej sucesor inmediato de m es una relaci6n
I-1. (un nGmero tiene un Gnico sucesor).

4, 0 es el Gnico nGmero natural que no es sucesor de ning@n otro
nimero.

De estas propiedades no se concluye, sin embargo, que si n es
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un nfimero natural hay un ndmero natural que es el sucesor inmediato
de n. La definicibn que se di6 es aquella a la que este sucesor se
debe ajustar una vez que su existencia se conoce. La "prueba" de que
todo nfimero natural tiene un sucesor descansa sobre el concepto de
sucesi6n. Ella (la sucesi6n) viene a demostrarse a partir de la siguiente
definicién: si n es el nfimero que pertenece al concepto "sucesion de
nfimeros naturales que termina con m, entonces n es el sucesor inmedia-
to de m". Sin hacer referencia explicita a la Beguiffsschrift — como se
hizo al momento de utilizar el concepto de /4 sucesiép, Frege utiliza
aquf otro concepto del texto de 1879 y que es justamente el de que

un elemento "pertenezca" a una /- sucesion que finaliza con otro elemen-
to. En la Begrifsschrnifd la ley es la siguiente:

(z = x)

| %_ f(xY’ZB)

»z pertenece a la /- sucesi6n que comienza con x", La condici6n requerida
para cumplir con esta situaci6n salta a la vista: o bien z sucede a
x en la /sucesién, o bien z es igual a X. Ello quiere decir que la condi-
cién de que z=x basta para afirmar que z pertenece a la /- sucesion que
comienza con x. Este enunciado es, para Frege, equivalente al siguiente:
"x pertenece a la /- sucesi6n que termina con z", Lo que esta definici6n
ahade a la definici6én simple de fsucesi6n es que en este caso el ele-
mento "nicial® (o el "final") de la sucesi6n tambi€n es considerado.
En otras palabras, si bien no es el caso en general que "x sucede a
x en la fsucesion™, siempre es el caso que "x pertenece a la /- sucesi6n
que comienza (o termina) con x"

La @ltima afirmacién de Die Gaundlugen den Arithmetik dice que
el concepto que se va a considerar para definir al cardinal sucesor
de un nimero dado es el de "pertenecer a la /- sucesion que termina
con m". Este Gltimo es el concepto F, y para demostrar que el nimero
natural que le corresponde es precisamente el sucesor de m, la condicién
que tiene que cumplir es la establecida por la definici6én original del
sucesor; a saber, que si su cardinal es el sucesor de m, entonces hay
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en F un elemento de modo que el cardinal de "pertenece a F pero
no es el cardinal considerado" es justamente m. El elemento que se
elige para ajustar el resultado es precisamente el m. FEl concepto F
es: '"pertenece a la sucesi6bn de nGmeros naturales que termina con
m", el resultado de la Begrniffsschrift asegura que m es un elemento
que pertenece a ese concepto. Asf, m debe ser el n@imero natural que
pertenece al concepto "pertenece a F pero es distinto de m", Para
probar esta propiedad, Frege sefala la necesidad de probar que si un
ntimero n sucede inmediatamente a otro nGmero m, y m es tal que
-su sucesor es el nlmero que pertenece al concepto "sucesi6bn natural
de nfimeros que termina con m", entonces n es tal que de €l se puede
afirmar que el nimero que pertenece a "sucesidn natural de nfimeros
que termina con n" es el sucesor inmediato de n. Una equivalencia
de esta naturaleza requiere de la ley V ya enunciada de manera infor-
mal en este texto en el §73, Si se quiere probar que n es el sucesor
inmediato de m entonces hay que hacer ver que el nGmero natural
que pertenece al concepto "pertenecé a la sucesién de nfimeros naturales
que termina con n pero difiere de n" es el mismo nfimero que pertenece
al concepto '"pertenece a la sucesi6n de nfimeros naturales que termina
con m" Como se sabe, la ley V exige probar que los dos conceptos
tienen la misma extensi6n. Para completar la demostracidn para cual-
quier nGmero cardinal, Frege afirma que se debe mostrar que el nlmero
0, cuya definici6n ya fue dada, cumple con esta condici6n, Enseguida
se debe probar que esta condicién la cumple cualquier elemento n del
cual se puede decir que pertenece a la serie de nlimeros naturales
que comienza con 0,
Pero el establecimiento de los principios de sucesién (z sucede
a x en la Asucesién) y de induccién lleva a algunos problemas que
se plantearin con toda claridad afios m&s tarde. En primer lugar, afirmar
que z sucede a x en la Asucesibn serd un concepto cuya extensién
se utilizard para caracterizar a la sucesi6n de nfimeros naturales, Si
el problema es el de encontrar bajo que condiciones se puede decir
que un objeto "z" cumple la propiedad de suceder a "x", y este problema
se soluciona con la,formulacién de Frege, vemos como estamos ante
un intento de encontrar la extensién de un concepto (el de "pertenecer
a la sucesi6n de nfimeros" Cfr. Frege Die Gaundfagen den Arithmetik, §79),
La necesidad de formular la ley de extensién de conceptos como una ley
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l6gica se plantea aqui por vez primera. Asf, la formulacién de Frege
parece llevarlo por el camino en el que aparecerén las dificultades.
Por otro lado, para poder derylar de este principio de sucesidn

el principio de induccidn, dos artificios son necesarios:

i) Que la propiedad por demostrar pertenezca ya a la familia a
la que debe . pertenecer el elemento y que suéede a Xx. Condicién que
se expresa al decir que dicha propiedad es hereditarias

ii) Que el principio de sucesibn funcione efectivamente como un
onden.

Como consecuencia del primero, vemos que el principio de induc-
cién deberfa valer en toda /-sucesién. Sin embargo el segundo exige
que esta sucesion sea asumida como un orden. Como consecuencia de
esto, vemos que la formulacién de Frege para la induccidén requiere
de dos condiciones que nunca fueron postuladas como principios l6gicos:
el orden y la posibilidad de determinar para cada elemento su sucesor;
en resumen, el fuen onden. En todo caso, si se insiste en que estas
condiciones son una consecuencia de los .principios postulados, sucesifn
e inducci6n, una teoria de los n@meros que descansa asi sobre estos
principios 16gicos descansa también sobre el principio de orden. La
teorfa ordinal que Frege siempre se neg6 a reconocer como bé&sica,
parece exigir a toda costa su presencia®,

El andlisis que hemos hecho acerca de la posible equivalencia
entre las nociones bfsicas que para la reconstruccién de la aritmética
utilizan Frege y Dedekind, nos muestra como es que, si de la aritmética
se trata, una serie de elementos parecen exigir necesariamente su pre-
sencia. En el caso de la prueba del principio de inducci6n, Dedekind
hace ver que se trata de un principio que descansa sobre las propiedades
heredadas del conjunto cadena. Para Frege, en cambio, se trata de
un principio que no se basa en las propiedades de la serie ordenada
de los nfimeros naturales; se trata de un principio que se deriva exclusi-
vamente de las leyes de la l6gica. Otra diferencia importante que apare-
ce es el concepto central al que cada uno de ellos asignaré el nombre
de nimernc. Mientras que para Dedekind se trata de un elemento de
un conjunto simplemente infinito, para Frege se trata de la extensién
de un concepto. Afin cuando el "concepto" que se requiere para probar

que un nGmero pertenece a una serie, y que por lo tanto tiene un
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Ginico sucesor inmediato, sea uno que, a nuestro juicio, lo llevara a
las antinomias que Russell descubrirA en la ley V. Ello sin embargo
no pretende mostrar las limitaciones de uno u otro proyecto. Si en
su famosa memoria del '95 sobre los nGimeros transfinitos Cantor insisti6
en que los conceptos de nfimero ordinal y de nfimero cardinal sélo
diferfan en el caso del transfinito toda vez que "en el caso finito ambos
conceptos coinciden”, hemos intentado, m&s alld de las opiniones de
Dedekind sobre la coincidencia de su proyecto con el de Frege, analizar
hasta que punto es justo hablar de coincidencias en la aritmética finita.

NOTAS
1 R. Dedekind. Was sind und was sollen die Zahlen, prélogo a la

segunda edicibn.
2 G. Frege. Prefacioc a Guundgestze dern Arithmetik, 1893,

3 Como se sabe, B. Russell criticaria esta afirmacién de Dedekind
diciendo que se trata solo del establecimiento de un orden y que’
por ende no se puede dar a partir de ella una caracterizacién
univoca de los némeros naturales. Cfr. Painciples of Mathematics
1903.

% Es importante sefialar que se considera a un conjunto que cumple
con las dos condiciones de Dedekind, este conjuntoc es un congunto
inductvo. La caracterizacién que da aqui Dedekind se limita a
pedir que un ndmero natural sea un elemento que pertenezca a
todo conjunto «nductivo y que coincide con la nocidén actual de
un ndmero natural tal y como lo definirfa Von Neumann en 1938,

S G. Frege. Begriffsschnift, secciébn 3, 1879. Es importante notar
gue Frege introduce sélo la idea de "aplicacién del procedimiento
" diciendo gque f(x,y) sefiala el hecho de que y es el resultado
de aplicar a x el procedimiento f (lo que en notacién contemporinea
denotarfamos por y=f(x) para hablar inmediatamente de la £~ sucesién.
Esta definicidn que da Frege de la propiedad hereditaria hace pensar
que en la Z-sucesifn se encuentra cualquier objeto obtenido a través
del procedimiento f al aplicarles este a un objeto ya sefialado.

€ G. Frege. Begriffsschrifls

7 En su articulo "El célculo légico de Boocle y la Conceptograffa’
de 1880-81, Frege analiza este aspecto, entre otros, de su Concepto-
gruatia y sostiene que las propiedades aritméticas gque se pueden
probar a través de este principio de induccién son contenidos POSL-
4les para una ley cuyo dominio de validez yace en el fondo de
la légica pura.

Una aproximacidn de este tipo, con las limitaciones que exige
una identificacién entre conjunio y concepto nos parece que fue
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la que di6 pie a la interpretacién de Dedekind.

Del wulterior desarrollo de la teorfa cantoreana sabemos que el
principio de induccibén es una condicién necesaria y suficiente para
la condicién del duen onden. En el caso finito este principio equivale
a la induccibén completa. Para el caso transfinito, Clase II, a la
induccidén transfinita. De hecho cada unoc de estos principios de
induccién se pueden asociar a los principios de generacién de los
ordinales transfinitos:

-adjuncién de la unidad (paso al sucesor inmediato) <—> induccién
completa.

-limite de una serie fundamental de ordinales <—>induccidén transfi-
nita.

Esta relacidn la expresarfa J. Cavailles diciendo gue "Hay una
dependencia de la induccidn respecto a los dos principios de creacidn
(que implican la nocién de buen orden): toda propiedad que ellos
dejan invariante serd demostrable por ella".
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