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Résumé

I s'agit d'une méthode qui permet d'associer
4 chague formule bien formée du systéme S5 de logique
modale un nombre naturel invariant pour toutes les
formules qui appartiennent & la méme classe d'équiva-
lence que la premigre.

En particulier, étant donné que la méthode associe
A toutes les tautologies du systéeme le nombre 0 et
a toutes les contradictions du systéme un certain
nombre ®, il suffit de calculer le nombre gui, en
vertu des associations fondamentales, reste associé
3 n'importe quelle formule pour décider si cette der-
niére est tautalogique, contradictoire ou contingente.

Les relations logiques reliant deux formules du
systéme -par exemple, des implications, des incompati-
bilités, des oppositions contradictoires, etc.- sont révé-
lées par un simple examen oculaire des nombres asso-
ciés aux formules données et une rapide vérification
manuelle ou informatique fondée sur la comparaison
des chiffres du méme rang de ces nombres, 6écrits
en hexadécimal..

Finalement, l'analyse de la composition binaire
du nombre associé & une formule donnée permet d'obte-
nir 'expression de la premiere sous sa forme normale
conjonctive.

La méthode décrite constitue donc une nouvelle
méthode arithmétique de décision pour le systéme
modal indiqué.

Introduction.

Le but de cette communication est de proposer une méthode per-
‘mettant d'associer un nombre naturel 4 chaque formule bien formée d'un
systéme de logique modale (aléthique ou déontique) de base proposition-
nelle, de telle sorte..que ce nombre reste invariant pour toutes les
formules de la méme classe d'équivalence que la premiére et que son

analyse binaire, toujours explicite puisque le nombre sera écrit en hexa-
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décimal, revéle immédiatement la composition de la formule sous une
forme normale conjonctive modale. L'association comporte, en outre,
une méthode arithmétique de décision ou d'évaluation des formules
du systéme dans la mesure ol le nombre O {(zéro) reste toujours agsocié

d toutes les tautologies et thdses de ce dernier.

Le point de départ de cette méthode est une interprétation arith-
métique du calcul propositionnel binaire d'un nombre fini de variables
dans une algdbre de Boole formée d'un ensemble fini de nombres natu-
rels, muni des opérations arithmétiques infime binaire, supréme binaire
et complément binaire, respectivement associées i la disjonction, a
la conjonction et a la négation logiques, ainsi que de la relation arith-
métique absorption binaire, associée a 'implication®.

Les exemples d'application ou extension de notre méthode au
domaine modal (aléthique ou déontique) se bornent pourv I'instant 2
deux travaux concernant respectivement lfarithmétisation du systéme
de logique d€ontique pour des normes de premier ordre proposé par
G.H. Von WRIGHT en 1981 -exposée dans un article paru en 1987 dans

la Revue européenne des sciences sociales?- et celle d'un systéme &qui-

valent au S5 de LEWIS -développée dans un article publié dans la revue
belge Logique et Analyse®-.

L. _Notre principe de 1'équivalence et ses conséquences pour l'arith-

métisation de S5.

Dans cette communication, nous avons l'intention d'exposer bridve-
ment les principes et les critdres qui ont inspiré notre recherche d'une
méthode simple et efficace pour l'arithmétisation du systéme modal

S5 de LEWIS ainsi que les principaux résultats de cette recherche.

Signalons pour commencer que, comme le systéme S5 contient
le calcul propositionnel PC -ou, si on veut, comme tout théoréme du
calcul propositionnel est aussi un théoréme de S5-, les associations
entre opérations et relations logiques, d'une part, et opérations et rela-
tions arithmétiques, d'autre part, &tablies dans des travaux précédents"
pour notre arithmétisation du calcul propositionnel (sur une base inten-
sionnelle) sont automatiquement incorporées dans l'actuelle arithmétisa-
tion de S5. Nous avons montré que ces associations satisfont notre

principe de I'équivalence que nous énoncerons de la maniére ‘suivante:
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Deux formules ont le méme nombre caractéristique si et seulement

si elles sont logiquement Equivalentes. Le nombre associé 3 une formule

est donc un invariant de sa classe d'@quivalence.

Ce principe entraine, a notre avis, des conséquences décisives
pour le choix d'une méthode simple et efficace d'arithmétisation de
S5 et avant tout pour le choix de la base logique la plus adéquate
pour un systéme modal équivalent & S5 dont la traduction arithmétique
soit facile et comporte des conditions précises nécessaires et suffisantes
pour le calcul immédiat du nombre naturel qui doit rester associ€ a
n'importe quelle" formule bien formée de S5.

En effet, notre principe de 1'équivalence nous indique que si nous
pouvons construire un systéme é&quivalent 38 S5 dont la base logique,
4 l'exception des tautologies empruntées au calcul propositionnel, ne
contienne que des axionies et des définitions ayant la forme d'équivalen-
ces exprimant les formules de base de S5 sous une forme normale
conjonctive modale, nous aurons, comme traduction arithmétique de
cette nouvelle base logique de S5, un ensemble de conditions arithméti-
ques sous forme d'équations exprimant les nombres naturels qui doivent
rester associés 3 ces formules de base de S5 en fonction des nombres

associés aux composants des formes normales conjonctives indiquées.

Ces @quations pourraient etre, d'aprds leur origine, des conditions
nécessaires et suffisantes pour le calcul du nombre qui doit rester
associ® 3 n'importe quelle formule bien formée du syst@me S5.

Dans les deux parties du Tableau I, nous proposons, d'une part,
une base logique de la sorte indiquée pour un systéme modal Equivalen-
tiel équivalent & S5 et, d'autre part, la traduction arithmétique de
cette base par un ensemble d'@quations reliant des expressions arithméti-
ques formées par des nombres et des opérations binaires sur ces der-

niers, comme l'infime et le supréme binaires.

On constatera que, en dehors des tautologies empruntées au calcul
propositionnel par le truchement de l'axiome A0% la base spécifique;ment
modale proposée ne bomporte que 4 axiomes et 3 définitions ayant
les uns et les autres la formes d'équivalences reliant des formules

de base de S5 3 des formes normales conjonctives modales.
Dans le Tableau II, nous trouvons, d'une part, plusieurs théorémes
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importanfs du syst@éme S5, lesquels peuvent étre démontrés soit par
les méthodes logiques habituelles & partir de la nouvelle base logique
que nous venons de proposer pour S5, soit arithmétiquement, en effec-
tuant les calculs nécessaires sur les nombres associés aux formules
concernant ces théorémes, comme nous le montrons dans le Tableau

VI et dans les Notes aux Tableaux® et, d'autre part, les é&quations

a

associées 3 ces th€orémes.

2, Méthodes pour le calcul de l'invariant numérique qui doit rester

a

associé 3 n'importe quelle formule bien formée de S5.

Nous savons par le théoréme de la reduction de S57 que toute
formule de dégré supérieur au premier est reductible dans S5 a une
formule de premier degré et par le théoréme de la forme normale
conjonctive modale® que toute formule de ce systéme est réductible,

en outre, 4 une formule normale conjonctive modale &quivalente.

Par ces th&orémes, nous pouvons donc affirmer que pour toute
formule bien formée de S) de n'importe quel degré et forme et arbitrai-
rement choisie on peut trouver au moins une formule de premier degré
et de forme normale conjonctive modale, E€quivalente 3 la premiére

et ayant, par conséquent, le méme nombre associé que celle—ci.

Le but préliminaire de notre recherche est donc de trouver et
d'appliquer la méthode appropriée permettant d'associer, d'abord aux
disjonctions é&lémentaires, éventuellement dégénérées, composant les
formes normales conjonctives modales qui expriment, d'aprés la base
logique du systéme, les formules fondamentales de S5 les nombres sus-
ceptibles de satisfaire les conditions arithmétiques imposées par les
équations associées 3 cette base et de calculer systématiquement en-
suite, en vertu de notre association entre opé€rations logiques, d'une
part, et opérations arithmétiques, d'autre part, les nombres qui doivent
rester associ€s 3 n'importe quelle formule de -premier degré de S5,
une fois que, grace aux théor@mes de la réduction de ce systéme, toute
formule de degré sup€rieur au premier devra nécessairement rester

Py

associée elle aussi & un des ces invariants numériques®.

Une fois obtenu ce résultat fondamental, le but suivant est d'éta-
blir la méthode arithmétique de décision la plus simple possibie pour

55, permettant d'évaluer toute formule bien formée de premier degré
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de ce systéme, en décidant par des calculs simples, effectués ma-
nuellement ou informatiquement, si la formule en question a) est une
thaése de S5; b) n'est pas une th@se de S5; c} est, plus particuliérement,

une antithése de S5, incompatible avec ce systéme.

Finalement, nous devons considérer aussi la contribution que notre
traduction arithmétique des formules de premier degré de S5 et notre
association d'équations aux théorémes de la réduction des formules
de degré supérieur au premier peuvent apporter aussi au processus
systématique de réduction lui-méme et donc a l'identification rapide
de la classe d'équivalence de ces formules par l'invariant numérique

correspondarnt.

Le Tableau Il nous montre, d'abord l'association ipitiale de nom-
bres naturels -puissance de 2 ou somme d'un petit nombre de puissances
de 2-, écrits en hexadécimal, aux disjonctions élémentaires ci-dessus
mentionnées et ensuite le processus systématique de calcul sur ces
nombres par lequel nous pouvons déterminer les nombres qui doivent

rester asanciés 4 toutes les formules de SS5.

Le Tableau IV nous montre les nombres naturels écrits en hexadé-
cimal associés, en vertu du processus de calcul ci-dessus mentionnés

3 48 formules de base de S5, 3 savoir:

a) 16 formules du ‘calcul propositionnel (au centre);

b) les 16 formules obtenues des premiéres en appliquant 3 celles—ci
I'opérateur de possibilité (3 gauche);

c) les 16 formules obtenues des premiéres en appliquant 3 celles—ci

I'opérateur de nécessité (a droite).

Il est trés facile de constater que toutes les relations d'absorption
binaire entre ces nombres, associées aux relations classiques d'implication

entre les formules correspondantes, sont satisfaites par les premiers.

En fait, cet ensemble de 48 associations entre nombres et formules
peut é&tre obtenu et donc remplacé par un petit sous-ensemble contenant
seulement 7 associatioms, accompagné de & &quations fondamentales.
Les unes et les autres, facilement mémorisables, sont &numérées dans

les Notes au texte'®.

3 Dans le Tableau V' nous reproduisons les matrices des opé€rations
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arithmétiques infimum, supremum et complément binaires, associées
respectivement & la disjonction, la conjonction et la négation proposition-
nelles, ainsi que celle de la relation arithmétique absorption binaire,
associée a l'implication.

L'utilisation de ces matrices permet d'effectuer assez rapidement
des opérations arithmétiques et des vérifications sur des nombres &crits
en hexadécimal, profitant d'une propriété trés avantageuse de cette

écriture, a savoir:

Toute opération binaire ou toute vérification d'une relation binaire

sur des nombres écrits en hexadécimal se réduit 3 1'opération ou vérifi-

cation correspondante sur les chiffres du méme rang de ces nombres,

11 faut ajouter, naturellement, & cela qu'en utilisant nos associa-
tions logico-arithmétiques toute &valuation démonstration concernant,
pour l'instant, des formules de premier degré de S5, 3 1 ou 2 variables,
peut é&tre effectuée en quelques secondes ou minutes avec une trés
petite calculatrice de poche, comme la Hewlett-Packard 16 C, qui

ne pése que 100 grammes.

Le Tableau VI nous donne un exemple de notre traduction des
relations logiques entre des formules de S5 par des relations arithméti-
ques entre les nombres associés i ces derniéres. Les formules, accompa-
gnées de leurs nombres caractéristiques, sont disposées soit sur. les
sommets du grand carré, soit au milieu des c6tés de celui-ci, soit au
centre des 4 petits carrés. Les flé&ches du diagramme indiquent des
relations d'implication entre des formules ou d'absorption entre les
nombres associés, les barres (de Sheffer) de relations d'incompatibilité
respectivement logique ou arithmétique, les W des relations de contradic-
tion logique ou de complementarité arithmétique et les V des relations

de disjonction logigue ou arithmétique.

Le Tableau VII nous montre de quelle maniére notre association entre
formules modales, d'une part, et nombres &crits en hexadécimal, d'autre
part, facilite notablement la construction des chaines des implications
reliant les premiéres, une fois que ces chafnes d'implications peuvent
étre ostensiblement révélées et représentées par les chaines des absor-
ptions associ€es a ces implications, puisque les absorptions binaires

sont susceptibles de vérification oculaire immédiate.
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Le Tableau VII nous donne 7 exemples de démonstrations ou éva-
luations effectuées sur des formules de S5 par le truchement d'opéra-
tions et vérifications arithmétiques effectuées sur les nombres naturels

associés a4 ces formules.

Les 5 premiéres vérifications arithmétiques montrent que les
formules testées sont des th&orémes de S5, la vérifications suivante
que la formule testée n'est pas une thése de S5 (sans é&tre, pour autant,
une antithése) et la derniére que la formule testée est précisement

une antithése du systéme modal S5.

Le Tableau IX, finalement, nous offre les matrices traduisant
I'application des é&quations associées aux théorémes de la réduction

3 plusieurs formules modales de S5.

Ces formules et d'autres analogues, mémorisées dans un ordinateur,
pourraient faciliter la réduction automatique des formules de degré
supérieur au premier 3 des formules de premier degré, permettant
d'effectuer rapidement 1'association aux formules de degré supérieur
de l'invariant numériques qui leur reviennent et qui, en identifiant
leurs classes d‘€équivalence respectives et en leur fournissant automati-
quement leurs expressions sous forme normale conjonctive modale situe
avec précision chaque formule dans le cadre du syst&me, lui fournissant

ainsi sa véritable carte d'identité logique.
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Notes au texte.

!Dans des travaux précédents, publiés notamment entre 1977
et 1988, nous avons exposé des versions différentes et des
développements successifs d'une telle interprétation arithméti-
que ciu calcul propositionnel dans une algdbre de Boole de nom-
bres naturels, parfois en liaison avec une interprétation sem-
blable d'un calcul des motions ou pré&dicats monadiques et de la
syllogistique, dans la perspective des calculs logiques leibni-
tiens de 1679, 1686 et 1690. Voir spécialement 3 ce sujet nos
travaux [14], [15], [16], [17] et [22].

*Voir SANCHEZ-MAZAS [21].
3Voir SANCHEZ-MAZAS [23].
A}

“Voir surtout SANCHEZ-MAZAS [14], [15] et [22].

*Cet axiome entrafne I'incorporation a la base logique su
syst@me de n'importe quel systéme d'axiomes complet pour le
calcul propositionnel S5. Dans [23], par exemple, nous proposons
I'incorporation, qui est assez habituelle pour des systéme -

modaux, des quatre axiomes suivants de HILBERT-ACKERMANN dans
[6], § 10: Die Axiome der Aussagenkalkiils, p. 23, & savoir:

a) (p vop)~+p

b} p > (p v q)
c) (p vag ~ (qvp)

d) (prq} + ({r v p) > (r v q})

Nous avons donné une interprétation arithmétique de ce
systéme d'axiomes, ainsi que des systémes de Kukasiewicz (1924},
Church (1951) et les postulats de Kleene dans SANCHEZ-MAZAS
[14], pp. 378-380.

Or, par nos associations logico-arithmétiques fondamenta-
les, on garantit, pour le calcul propositionnel et pour tous‘
les systémes qui, comme S53, contiennent ce dernier, que le
nombre qui. reste associé 3 toute tautologie est le 0 et que
3 toute équivalehce logiquement vraie correspond toujours une
€quation arithmétiquement vraie,.
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fLes schémas utilisés dans le Tableau VIii et dans les

Notes aux Tableaux peuvent étre utilisés indifféremment pour le

calcul manuel et pour le calcul informatique, par exemple avec

la minuscule Hewlett-Packard 16C.

’Voir, par exemple, HUGHES and CRESSWELL [7], p. 51.
®ibid., p. 55

°Des imatrices courme celles que nous proposons dans le
Tableau 1X, peuvent, une fois mémorisés dans l'ordinateur, ap-
porter une contribution arithmétique 3 la ré&alisation automati-
que des formules de degré supérieur au premier.

10y, s'agit, en l'occurrences des sept associations suivan-

tes:
Ni1. N(M(p&q)) = 6.421.357
N2, M(p&-q)) = 9.218.A3B
N3. .(M(-p&q)) = 9.184.5CD
N4. N{M(-p&-q)) = 6.842.CAE
NS. N(p) = 3.333.333
N6. N(q) = 5.555.555
N7. N(f) = F.FFF.FFF

et des six équations suivantes:

EQL. ~ N(-p} = N(f) - N(p)
EQ2. N(pvq) = (N(p),Niq))
EQ3. ~ N(p&q) = [N(p), N(a)]
EQ4. © NM{pvg))=(N{Mp),N(Mg))

EQ5.  N(Lp)=N(-M-p)=N(f}-N(M-p)
EQS. N(L(p&q)) = N{Lp&Lq) = [N(Lp), N(La}]
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TABLEAU 1L

A. Association initiale de nombres naturels écrits en hexad€cimal aux disjonctions Elémentaires

des formes normales conjonctives modales traduisant les formules fondamentales de S5,

N{M{pvq)) = s 1
N(M(pv-q}) = 2
N(M(-pvq)}) = 4
N{M(-pv-q)) = gt
N(Mpv-M(pvg)v-M(pv-q)) = 210
N(M-pv-M(-pvq)v-M(-pv-q)) = 480
N{Mqv-M(pvq)v-M{-pvq)]} = 140
N(M-qv-M({pv-q)}v-M{-pv-q)) = 820*°
N(M{p&q) v-Mpv-Mq) . = 6.421.000
N{M(p&-q}v-Mpv-M-q) = 9.218.000
N{M( -p&q)v-M-pv-Mq) = 9.184.000
N(M( -p&-q) v-M-pv-M-q) = 6.842.000%¢
N((pvq)v-M(pvq)) = 1111110
N((pv-q)v-M(pv-q)) = 2.222.720
N{(-pvq)v-M(-pvq)) = 4.444. 440
N({-pv-q)v-M(-pv-q)) = 8.888.880'7

B. Processus de_calcul des nombres naturels Ecrits en hexadécimal

qui_doivent rester associés aux formules fondamentales de S5

par_l'application des €quations associées aux théses du EMSA-S5 aux nombres précédents.

Par E8 N{Mp) = [1, 2, 210} a 213
N(¥M-p) = [4, 8, 480] = 48C
N(Mgq) =[1, 4, 140] = 145
N({M-q) = [2, 8, 820] = 82A
Par E2 N{M(p&q)) = [213, 145, 6.421.000] = 6.421.357
N(M(p&-q)) = [213, 82A, 9.218.000] = 9.218.A3B'?
Par E9 N(pvq) =[1, 1.111.110] = Pt 11
N(pv-q) = [2, 2.222.220] = 2.222.22220.
Np T Sionnioin, 2.2220222)- 0T 3.333.333
Nq = [1 111111, 4.444.444] = 5.555.555%%
N(p&a) ='[3.333.333, 5.555.555] = 7.777.171
N{p&-q) = [3.333.333, A.AAA.AAA] = B.BBB.BBB22
Par E5 N{L{p&q)) = ¢-N(M(-pv-q)) = ¢-8 = F.FFF.FF7,,
N{L(p&-q)) = $-N{M(-pvq)) = ¢-4 F.FFF.FFB
N(Lp) = ¢-N(M-p)= ¢-18C = F.FFF.B73,,
N(Lq) = ¢-N(M-q) = $-82A = F.FFF.7D5
NZLZ$;q)) = ¢-N(M(-p&-q)) =¢-6.842.CAE = 9.7BD. 3s5]
N{L{pv-q)) = ®-N(M{-p&q)) = '9-9.184.5(D = -6.E7B.A3225
Par E6 N{Cont p) = [N{Mp), N(M-p)] = [213, 48C] = 69F2¢
Par E7 N(ps3q) = N(L{-pva) - 6.DE7. 5C4%7
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TABLEAU 1V,
NOMBRES NATURELS ECRITS EN HEXADECIMAL
ASSOCIES AUX FORMULES FONDAMENTALES DU SYSTEME S5

Formules Nombres Formules Nombres Formules Nombres
M(pv-p) 0 pv-p 0 | Lipv-p) 0
M(pva) -1 pvq 1.111.111 L(pvq) 9.7BD. 351
M{pv-q) 2 pv-q 2.222.222 Li{pv-q) 6.E7B.A32
M(-pvq) 4 -pvq 4.444.444 L{-pvq) 6.DE7.5C4
M(-pv-q) 8 -pv-q 8.888.888 L(-pv-q) 9.BDE.CAS8
Mp 213 p 3.333.333 Lp F.FFF.B73
M-p 48C -p C.CCC.CcCC L-p F.FFF.DEC
Mq 145 q 5.555.555 Lq F.FFF.7D5
M-q "82A -q ALAAALAAA L-q F.FFF.EBA
M(p+>q) 6.000.006 p+-+q 6.666.666 L(p++q) 6.FFF.FF6
M(pwq) 9.000.009 pwq 9.999.999 L({pwq) 9.FFF.FF9
M(p&q) 6.421.357 p&q 7.777.777 L(p&q) F.FFF.FF7
M(p&-q) 9.218.A3B p&=-q B.BBB.BBB L{p&-q) F.FFF.FFB
M( - p&q) 9.184.5CD -p&q D.DDD.DDD L{-p&q) F.FFF.FFD
M(-p&-q) 6.842.CAE -p&-q E.EEE.EEE L{-p&-q) F.FFF.FFE
M(p&-p) F.FFF.FFF p&-p F.FFF.FFF L(p&-p) F.FFF.FFF
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TABLEAU V.
Matrices des opérations arithmé&tiqués infimum, supremum et compiément binaires, associges

respectivement d la disjonction, la conjonction et la négation, ainsi que de la relation arithmé&ci-
que _absorption binaire, associe A l'implication, pour des nombres 3 un Seul chiffre hexadécimal.

(POUR FACILITER DES EVALUATIONS MANUELLES RAPIDES DES FORMULES) .

Infimum binaire {X, Y}
associé 2 la disjonction

Supremum binaire [X, Y]

012345678 9 AB{CDETF 012345678 9 ABJCDEF
Y 10 1312 13 1405 Y 10 1012 13 14 15
X X
0 000000000 0 0 00 0 0 0 0 012345678 0 AB|CDETF
! 0101foto1jo 1 0 1o 1 0 1 | F13%s5719 9 D pjoDF F
2 002206220 0 2 2{0 0 2 2 2 2322676740 A BJEF EF
3 012361230 1 2 3lo 1 2 3 3 3333177108 v 8 uw|lF FF F
4 000044440 0 0 0f4 4 4 ¢ 4 45674567NC DE F|CDEF
5 010 H4S5S4S{0 t 0 1]4 5 4 5 s $S3537TYSSTHD D F FIDD F F
[ 002244660 0 2 24 4 6 6 [ G767GIGHE F E FIE F € F
. 1 012345670 ) 2 3/4 5 6 7 7 TITNHITIUHF F F FIF F F F
s oooofooobls s 5 a|s 65 8 8 8 89A0CDEF8 9 A DlCDECF
4 otoilorioa o 8 uls o 8 9 3 9901ODFEY 9 0 U({DDF F
A 10 0022160228 8 A A[6 B A A A l0 ABAWEFEFA D A DBIEF E F
[l X 0123/0i1238 9 AD!8 9 A B B o1t ODBDRFFFFD O D OB|IF FFF
C 12 000044448 8 8 8|CCCC cn CPEFICDEFIC D E F|C D E F
D 3 010145458 98 9/CDC D D 13 DDFFDDFFODF FIDOF F
C 4 002204466/8 8 A ACCEE € 14 EFEF‘EFEFEFEFEFEF
Fus 0123445678 9 A BCDE F] F 15 FFFFAFFFFF FF FIF FFPF
Complément binaire X associé 3 la négation N
X 0 1 2 3f4.5 6 1]8 9 A Bnlc o e F |
10 1tz 13- 14 s
X F & D C(Bb A 9 8i7 6 5 413 2 1 ¢
] 1S 14 13 12]11 0

Absorption binaire X:Y associée 3 l'implication

0 1 223 456737889 A DJ]C D E F
\ : 10112 13 1418
X
0 v
1 vV
.2 v v
- l3 V.V vy
4 v v
H v v vy
[ v v v
7 vvvyvlvy v
8 v v
9 2 Y
Ao |v v v
811 vV vy vvVyv v
ciz |V v v v
D1 Vv v v v v Y
€14 v v v v v v v v
Fs VYV Y VIVYVV VMY VY ViV ¥ VYV
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TABLEAU V1,

Traduction des relations logiques qui relient des fonctions modales de p

par des relations arithmétiques qui relient les nombres associés 3 ces fonctions.

F.FFF.960
~Cont p
Lp v L
|
|
N
F.FFF.B73 Lp | y Lvp  F.FFF.DEC
! /
N - -/
N Ve
4 %
3.333.120 l C.CCC.340 C.CCC.ccC
pvLvp \/ wpylp oy U
SRR VAV N
JIN
3.333 'ﬂar} €.CCC.EDF
) ~vp &M
pE M & Mp
4 N
4 J
/7 | D
Y Mup  48C
|
Mp & M’\:p
Cont p
69F
Relation logique entre Relation arithmétique entre
deux formules g et h: leurs nombres associés N(g) et N(h):
g » h si et seulement si N(g) :+ N{h)
glh si.et seulement si . [N(gi, N(h)] = F.FFF.FFF
g w h si et seulement si  N(g) + N(h) = F.FFF.FFF

g v h si et seulement si  (N(g), N(h))

0
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TABLEAU VII. Traduction des chatnes d
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par_des chalnes des absorptions arithmeétiques entre les nombres

es implications logiques entre des formules de S5

associ€s 3 ces formules.

F.FFF.351
Lp v Lq

F.FFF.FF7

Lp & Lq

/

Lp & q

F.FFF.B73
Lp

F.FFF.F77

F.FFF.7F7
Lq & p

F.FFF.7D5
Lq

) 7.777.777 5.555.555
-3.333.333 p&q T a
P \\ /
5.555.757 33.377
Mp & q / Mq & p
, % 357
213 . MpE] 145
s P & Mq Mq
\ 1/ !
Mp v q- Mg v p
1
Mp v Mq
' LiLin
pPVvaq
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TABLEAU

VIIL

EXEMPLES D'EVALUATION PAR VOIE ARITHMETIQUE DES FORMULES DE S5.

I. On démontre arithmétiquement qu'une formule ¢ est un théoreme de SS

si et seulement si

{'on démontre que son nombre associé N(9)=0.

Formules

Nombres et opérations

Résultats

introduits

partiels

ou finaux

TS. L{p>q)~>(Lp+Lq)?®
L(-pvq) 6.DE7.5C4
~-L{-pv-q) complément 9.218.A3B
Lp F.FFF.B73
-Lp complément 48C
-L{-pvg)v-Lp infime 8
Lqg F.FFF.7D5
-{L-pvg)v-LpvLg infime 0.q.e.d.
Ti4. {p-3q)+{Mp>Mq)?°® -
L(-pva) 6.DE7.5C4
~-L{-pvq) comp | ément 9.218.A3B
Mp 213
-Mp complément F.FFF.DEC
~L{-pvq)v-Mp infime 9.218.828
Mq 145
-L{-pvq)v-MpvMgq infime 0 g.e.d
Ti5. ({p=39q)&(p= -q)+L-p®°
L{-pvq) 6.DE7.5C4
L{-pv-q) 9.BDE.CAS
L{-pvq)&L{-pv-q) supréme F.FFF.DEC
L-p F.FFF.DEC
L(-pvq)&L{(-pv-q} L-p sustraction 0 g.e.d
T16. L{pvq)>(MpvLq)?3!®
L{pvq) 9.7BD. 351
-L{pvq) complément 6.842.CAE
Mp 213
~L{pvq) vMp infime 2
Mq 145
-L{pvq) vMpvMg infime 0gq.e.d
T17. (Lp&Mq)-M(p&q)3?
: Lp F.FFF.B73
Mgq 145
Lp&Viq supréme F.FFF.B77
- {Lp&Mq) complément 488
M{p&q) 6.421.357
-{Lp&Mq) vM(p&q) infime 0 g.e.d
2. On démontre arithmétiquement qu'une formule & n'est pas une thése de S5
si et seulement si |'on démontre que son nombre associé N(¢)#0.
NTi. (p>q)+{Lp+*Lq) n'est pas un théoréme de S§523
-pvq 4.444.444
-{~pvq) complément B.BBB.BBB
-Lp F.FFF.B73
-Lp comp i ément 48C
-{-pvq)v-Lp infime 88
Lq F.FFF.7D5
-{-pvq)v-Lpviq infime 8040 gqe

3. On démontre arithmétiquement qu'une formule ¢ est une antithése de S5

si et seulement si Il 'on démontre que son nombre associé N(¢)=F.FFF.FFF
AT1. L-p&M(p&q) est une antithdse de S5°"

L-p
M(p&q)
L-p&M(p&q)

F.FFF.DEC
6.421.357

supréme
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1X.

TABLEAU
Matrices traduisant 1'application des &quations E17, E18, E19 et E20 associées aux théorémes T10, Tii, Ti2 et TI3 du systéme EMSA-S5

v Miguel SANCHEZ-MAZAS

F.FFF.FEE

C.CCC.CEE
F.FFF.FDD

1 i 1 1
5, - 6 = :; O [ ¥ w ::
¢ > h-. I na i od . Lx.: 1
i H i [ [t i
[~Nn i H o [ [~ i 1
. ) . 1t . i
< S I8 = |9 ::
ki
H
=" ] (=] ]
- ' [} W
< = < f
> - . i
> "
(-4 [T 1
IR ;
<. l'7-. il
I

a o« T o o~ ~ 1l
o - O = W v 1
[T w oah el i
. > . .
> o . w
v (=T o own
[yl [ [Tz}
. I .
v ['% s
[ T - 8
-l 0 -
C e ) )
> . > . .
wy e wn
o wn o w
v - [’z
w [ w

1

pvilg

3.333.B3B

pour la réduction au degré modal | des formules de S5 de degré modal supérieur.
CES MATRICES PEUVENT FACILITER LA REDUCTION PAR DES OPERATIONS ARITHMETIQUES, INFORMATIQUES OU MANUELLES.

N{a)

T12-E19
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Notes aux Tableaux.
Tableau 1l

lLe théordme T1 peut étre obtenu de I'axiome A2 par les substitutions pvq/p et
pv-q/q.
2L e théoréme T2 peut &tre obtenu de l'axiome A3 par la substitution pvg/p.

3Le théoréme T3, dual de I'axiome Al, peut &tre obtenu de ce dernier et
de la définition [Def L]. :

“Le¢ théoréme T4, dual de l'axiome A2, peut é&tre obtenu de ce dernier et
de la définition [Def L J.

SLa démonstration par voie arithmétique de T5 figure dans le Tableau VII.
Ce théoréme de notre systéme, Equivalent 2 S5, figure dans le systeéme de Godel S5
(S5 "Godel style"), &quivalent lui aussi 3 S5, comme premier axione spécifique, aprés
les tautologies empruntés au calcul propositionnel. Voir 3 ce propos GODEL {5] et
PRIOR [12], p. 60, od, en notation polonaise, il est &crit 'CLCpqCLpLq', ainsi que
FEYS [3]. Voir également BLOK [1], p. 46. KRIPKE [9], de son coté, en fait
son axiome A3 (p. 1)

SLe théoreme T6 est une conséquence de notre axiome A3. La démonstration
arithmétique de ce théordme, d'aprds I'association de nombres naturels aux formules
de S5 effectuée d'aprés les équations associ€es aux théses de notre systdme, est la
suivante: \
p 3.333.333

-p complément C.CCC.CCC
Mp 213
-pvMp infime 0 ge.d.

Notre théoréme T6 est un axiome dans le systéme M de WRIGHT [25), équiva-
lent au T de Feys, et donc aussi dans le systéme M" (équivalent 3 S5) du philosophe
finlandais, puisque M" est construit par ce dernier en ajoutant 1'axiome M-Mp~>-Mp.

7Le théoréme T7, dual de T8, peut &tre obtenu de ce dernier et de la définition
[Def L]. Sa démonstration arithmétique est la suivante:

Lp F.FFF.B73
-Lp complément 48C
p . 3.333.333
-Lpvp . © infime o g.e.d

Notre théoréme T7 est l'axiome Al dans la formulation de S5 dans KRIPKE
{91, p.t et I'axiome A3 dans le syst2me S5 (S5 "Godel style™ de GODEL [5]. Voir
aussi BLOK [1], p. 46 et PRIOR [12], p. 60, od, en notation polonaise. il est &crit
'‘CLpp".

SNotre théoréme T8 peut &tre obtenu des théorémes T6 et T7 et de la défini-
tion [Def L]. Sa démonstration arithmétique est la suivante:

Mp 213
M-p - 48C .
MpvM-p infime 0 g.ed

%Le théoreéme T9 est obtenu de notre TS, qui est le théoreme T28 de HUGHES
and CRESSWELL [1872], pour lesquels il est le premier des 5 théorémes fondamen-
taux pour la réduction au premier degré de toutes les formules de S5 ayant un degré
supérieur. Les autres th€or@mes de ces auteurs sont les T29, T30, T31 et 32, qui cor-
respondent respectivement 3 nos T10, T1i, T12 et T13. Pour faciliter 1'application de
ces théordmes a cette réduction des formules au premier degré modal par des opéra-
tions arithmé&tiques, rilisées manuellement ou informatiquement, il peut &tre utile de
construire des matrices numériques traduisant les équations arithmétiques associées
aux théorémes mentionnés. Nous en donnons un exemple dans le Tableau IX.

10ysir la note 9 et le Tableau IX.



Miguel SANCHEZ-MAZAS

'Voir la note 9 et le Tableau IX,
'?Voir la note 9 et le Tableau IX.

13Voir la note 9 et le Tableau IX.
Tableau IIL.

**L'association des 4 premi@res puissances de 2 aux formules M(pvq), M(pv-q),
M(-pvq) et M(-pv-q) satisfait, d'une part, le caractare non-tautologique de ces formu-
les (puisque le nombre associé 3 chaque formule de la classe d'&quivalence des tauto-
gies est le 0) et, d'autre part, le caractére tautologique de chacune des 6 disjonc-
tions de deux de ces formules, conséquence de 1'axiome Al et du théoréme T8. En
effet, le nombre associé a chacune de ces disjonctions est toujoiurs le 0:

N(M(pvq)vM(pv-q)} = (1, 2) = 0

N(M(pvq)vM(-pvq) = (1, 4) = 0

N(M({pvq)vM(-pv-q)) = (1, 8) =

N(M(pv—q)vM(-pvq)) = (2, 4) =

N(M(pv-q)vM(-pv-q)) = (2, 8

N(M(-pvq)v(-pv-q)) = (4, 8)

*5En associant des nombres naturels différents de 0 a ces disjonctions, on sa-
tisfait la condition du caractere non tautologique de ces formules, &tablie par le
théoréme T2, dont la traduction arithmétique est 1'équation associée E8, avec la con-
dition arithmétiue N(Mpv-M(pvq)v-M(pv-q)) #0. :

'’D'une maniére analogue (voir notes 15 et 16), l'association précédente satis-
fait les exigences de notre théorame T2 et de I'quation E9, associée a ce dernier.

'®Par ces associations, nous avons, par exemple: '

N(Mp v M-p) = {213, 48C) = 0 (satisfaction du théoréme T8 et de son €quation
associ€e E15).

(213, 145) = | = N(M(pvq) (satisfaction de I'axiome Al et de
son €quation assocife El).

N(Mp v Mq)

1%Par ces :':lssociations, nous avons, par exemple: .
N(M(p&a)vM(p&-q)) = (6.421.357, 9.218.A3B) = 213 = N(Mp) = NMUp&q)vip&-q))

(satisfaction, 2 nouveau, de l'axiome Al et ‘de son €quation associée El).
2*Nilpvalvipv-q)) = (1111111, 2.222.229) = 0 = N(t).

2Y{N{p), N(q) = (3.333.333, 5.555.555) = L111.111 = N{pvq) {satisfait 1'associa~
tion de base entre
infime et disjonc-
tion). ,

22pareillement:
(N(p&a), N(p&-q)) = (7.777.777, B.BBB.BBB) = 3.333.333 = Nip)

230On constatera que N(L{p&q)) pourra aussifétre calculé comme le nombre asso-
cié a la conjonction de Lp et Lq, dont les nombres associés figurent dans les lignes
suivantes, de 'cefte manidre:

N(L{p&q)) = N(Lp&Lq) = [N(Lp), N{Lq)] = [F.FFF.B73, F.FFF.7D5]= F.FFF.FF7
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24ptyne maniére analogue (voir note 23), on constatera que N{Lp) pourra aussi
etre calculé comme le nombre associé 2 la conjonction de L{pvq) et L(pv-g), dont les
nombres associés figurent dans les lignes suivantes, de cette maniére:

N(Lp) = N(L{pv@)&L{pv-q)} = [N(L{pvq)), N(L(pv-q))] = [9.7BD.351, 6.E7B.A32] =
F.FFF.B73

250n pourra constater &galement que N{L{pvq) satisfait aussi 1'équation E1l, as-
socié 3 notre th&or@me T4. En effet:

N(L{pvq)) = (N(Lp), N(Lq), N{L{pvg)&-Lp&-Lq)) = (F.FFF.B73, F.FFF.7D5,
9.7BD.FFF) = 9.7BD.351

2600 constatera que N(Cont p) = N(Cont-p). Notre fonction Cont p est, d'autre
part, la m&me fonction Q utilisée par Lemmon and Gijersten en 1959 comme modalité
primitive ou non définie pour offrir une axiomatisation alternative du syst@me S5 de
Lewis. Voir 3 ce propos dans FEYS [4], p. 121 cette axiomatisation alternative
et constater que notre Cont p, mis 3 la place du Q de Lemmon and Gijersten, satis-
fait les axiomes, par exemple:

Cont p +> Cont -p

et Cont (prq) + (-Cont p ~+ p)
En effet, d'apras notre définition de Cont p, nous avons les Equivalences:
Cont (p>q) ‘«> M(-pvq) & M(p&-q)

et (-Cont p + p) ++ (Mp&M-p} v p~
Le deuxi@me axiome ci-dessus pourra donc étre &crit de la facon suivante:
-M(-pvq) v -M(p&-q) v Mp&M-p v p
Voici la démonstration arithmétique de cet axiome:

M(-pvaq) 4
-M(-pvq) complément F.FFF.FFB
M(p&-q) 9.218.A3B
~M(p&-q) complément 6.DE7.5C4
-M(-pvq) v -M(p&-q} infime 6.DE7.5C0
Mp 213
M-p 48C
Mp&M-p . supréme 69F
~M(-pva)v-M(p&-q)v(Mp&M-p) infime 480
P 3.333.333
-M(-pvq)v-M(p&-q)v(Mp&M-p)vp infime o

270n trouvera dans le Tableau VIII la démonstration arithmétique de deux
théorames (le T14 et le T15) concernant l'implication stricte.

Tableau VIIL

28y,ir, 3 propos de ce théor@me TS5, la note 5 ci-dessus.

29N0tre TI4 est un théoreme du syst2me T (et donc aussi de S5) qui figure
comme T8 dans HUGHES and CRESSWELL [7], p. 37.

0Notre T15 est le Ti4 de HUGHES and CRESSWELL [7], p. 38.
31notre T16 est le 1.17 c) de CHELLAS [2], p. 22.
aznotre T17 est le 1.17 d) de CHELLAS [2], p. 22

331La possibilité de vérifier arithmétiquement qu'une formule n'est pas une thése
nous paraft un avantage de notre interprétation arithmétique de S5.

3*Rappelons que ¢ est associée 3 toute formule incompatible avec le systéme
et que dans le cadre de formules de moins de 3 variables, $ = F.FFF.FFF.
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