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Segitin el punto de vista de la mecinica cldsica los electrones son o bien
ondas o bien corptisculos. El problema surge cuando los experimentos lle-
van a la conclusién de que el comportamiento de los electrones no es ni
ondularorio ni corpuscular. En tal caso parece légico suponer que el mundo
fisico se extiende mds alld de las ondas y los corpusculos y que los electro-
nes pertenecen a esos otros objetos hasta el momento absolutamente desco-
nocidos. Sin embargo, la mayor parte de los fisicos han defendido que las
ondas y los corptsculos son aspectos complementarios, dado que conjun-
tamente permiten la completa descripcién del comportamiento de los
electrones. ;Cémo es esto posible?

THEORIA - Segunda Epoaz
Vol. 14/2, 1999, 339-369




JA VALOR LA DEFINICION DEL ELECTRON EN LA MECANICA CUANTICA

Puesto que los aspectos corpuscular y ondulatorio son excluyentes en el
contexto de la mecinica cldsica, la afirmacién anterior debiera ser recha-
zada. O dicho de otro modo: si se mantiene la idea de que ambos aspectos
son complementarios es porque, o bien no se tiene en cuenta la légica clasi-
ca, o bien se ha definido un nuevo contexto en el que no se da rtal exclusién.
Desde nuestro punro de vista ocurre lo segundo. En la mecdnica cudnrtica el
clectrén es definido desde el significado de los concepros de "onda" y
“corptisculo” una vez que se ha prescindido de la parte del significado que
hace que ambos conceptos resulten opuestos. Este proceso de definicién,
desarrollado en el primer cuarto del siglo XX, se analiza en el siguiente
articulo.

1. El principio de correspondencia y el modelo atémico de Bohr

Desde Galileo la pretensién de la fisica fue el andlisis del equilibrio y del
movimiento de los cuerpos a través de la determinacién de su estado ci-
nemdtico y dindmico, esto es, a través de la determinacién de las coorde-
nadas de cada cuerpo en-el espacio y en el tiempo junto con la causa de las
sucesivas modificaciones de esta coordinacién. En sistemas fisicos cerra-
dos, la aplicacién de la causalidad venfa facilitada por los principios de
conservacién. Asi las cosas, la fisica llegé a una divisién de los fenémenos
naturales en dos grandes regiones: por unlado la materia, constituida por
particulas, y por tanto con una estructura corpuscular y discreta y circunscri-
taa cierta regién localizable del espacio; por otro lado los campos y las
radiaciones, de naturaleza ondulatoria y continua, por lo que al menos
idealmente debfan pensarse extendidos por todo el espacio.

Cualquier fenémeno nuevo que surgfa era incluido en una u otra regién y
estudiado a través de los principios correspondientes. La investigacién
finalizaba cuando las propiedades especificas del nuevo fenémeno eran
deducidas de las propiedades generales de la regién en la que habfa sido
incluido. Sin embargo, como es bien sabido, las dificultades encontradas a
comienzos del siglo XX para incluir ciertos fenédmenos en alguna de las
regiones cldsicas acabaron revolucionando el conocimiento cientifico. La
teorfa de la relatividad, si bien contenfa algunas afirmaciones que no eran
ficilmente conciliables con las ideas precedentes, no alteré los supuestos
de la fisica clésica: esencialmente materia y campo continuaron siendo dos
cosas distintas. Dado que desembocaba en la eliminacién de la accién a
distancia, cosa que se habfa pretendido con la teorfa del potencial y la
teorfa de Maxwell del campo electromagnético, podia entenderse como
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el momento culminante de la mecdnica cldsica. Pero con la fisica cudntica
la concepcién del mundo se torna incierta.

En la reunién de la Sociedad Alemana de Fisica celebrada el 14 de
diciembre de 1900, Max Planck leyé un articulo titulado 'La teorfa de la
ley de distribucién de energfas del espectro normal'. La fecha de su presen-
tacién es considerada como la fecha del nacimiento de la fisica cudntica, a
pesar de que no fue hasta un cuarto de siglo después cuando Heisenberg,
Schrédinger y otros desarrollaron la mecdnica cudntica moderna. Fueron
muchos los caminos, pertenecientes a todas las disciplinas de la fisica
-mecdnica, termodindmica, mecdnica estadistica y electromagnetismo—
que convergieron hasta desembocar en la nueva teorfa, cada uno de los cua-
les mostré distintas fallas de la teorfa clasica. En 1900 el citado trabajo
de Planck puso de relieve que la radiacién emitida por un cuerpo negro al
ser calentado sélo podfa ser entendida cuando se trataba la energfa como
una variable discreta, en lugar de la variable continua que definitivamente
es desde el punto de vista cldsico; en 1905 Einstein explicé el efecto fotoe-
léctrico suponiendo que la fuente emitia pulsos de energia electromagnéti-
ca disctetos de contenido energético hv, donde / es la constante de Planck
y v es la frecuencia de la radiacién. Todo ello implicaba la ruptura del
cuadro cldsico, sencillamente porque la energfa ya no podia entenderse
como algo continuo frente al cardcter discreto de la materia.

Pero las dificultades del nuevo punto de vista que habfa surgido no se
pusieron de manifiesto hasta que, alcanzada una formulacién satisfactoria
de los multiples fenédmenos cudnticos, se abandoné el principio de corres-
pondencia. Aunque fue enunciado explicitamente por Bohr en 1923, impli-
citamente hizo posible desde el comienzo el desarrollo de la nueva fisica.
El principio dice que las predicciones de la fisica cudntica respecto del
comportamiento de cualquier sistema fisico se deben corresponder con las
predicciones de la fisica cldsica en el limite en el cual los nimeros cudnti-
cos que especifican el estado del sistema se hacen muy grandes.

El principio estd fundamentado sobre la divisién del mundo que propo-
ne la fisica cldsica. En dltimo término todos los fenémenos naturales no
resultan mds que de la agregacién de ondas o corpusculos. Ambos concep-
tos estdn claramente definidos en la mecdnica cldsica, y los experimentos
muestran que efectivamente los fenémenos naturales tienen, o bien las pro-
picdades que definen el término "onda", o bien las propiedades que defi-
nen el término "corpusculo”.

Puestas asi las cosas, es decir, tomando como supuesto incuestionado
esta ontologfa, si un fenémeno, como la radiacién emitida por un cuerpo
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negro al ser calentado, es explicado sin respetar las leyes clasicas que per-
miten la definicién de las ondas y los corpisculos, lo que hay que decir es
que se trata meramente de una hipétesis instrumental, de una suposicién
matemdrica inventada para facilitar los cdlculos que no se corresponde con
la efectividad del mundo. Por esta razén afirma Planck que el tratamiento
de la energfa como una variable discreta es tan sélo un artificio matemari-
co, y no una conclusién acerca de la naturaleza de la energfa. Mantenia co-
mo supuesto incuestionado que la energfa es continua, tal y como la define
la fisica cldsica, pero dado que las férmulas cldsicas sélo especifican la
radiacién térmica emitida a bajas frecuencias, vefa necesario introducir
como un recurso matemdtico que facilitaba la adecuacién de los datos
tedricos a los experimentales el requisito de la discontinuidad.

El principio de correspondencia exige la reduccién de las predicciones
de la fisica cudntica a la fisica cldsica en el limite en el que los nimeros
cudnticos se hacen muy grandes. Es decir: exige el supuesto de la divisién
cldsica del mundo, pero dado que las predicciones cldsicas no se ajustan a
los datos obtenidos experimentalmente, el principio permite a la vez la
introduccién de nimeros cudnticos como un mero recurso matematico ca-
paz de ajustar los datos teéricos a los datos experimentales. Puesto que
haciendo, en el caso de la energia, # = 0 se reducen las férmulas cudnticas a
sus limites cldsicos, se pensaba que lo que habfa que mantener era la divi-
sién clésica del mundo y que lo que habia que cambiar era la explicacién
matemdtica que hasta ¢l momento se posefa. En esta tarea se empend
Planck durante diez afios.

Por tanto, la merodologia que implica el principio de correspondencia
es la siguiente: 1) se mantiene la ontologfa cldsica; 2) ante un nuevo fené-
meno se recurre para su interpretacién a los concepros y teorfas cldsicos, y a
modo de ensayo y error se introducen las condiciones cudnticas pertinentes
con el fin de lograr que los datos cuantitativos extraidos experimental-
mente y los deducidos teéricamente coincidan!. Por esta razén llama Hei-
senberg al principio de correspondencia el mérdo de la adivinanza.

Esta manera de proceder en la investigacién también fue utilizada para
resolver el problema de la estructura del 4tomo. Haciendo un poco de
historia veremos que las cosas son efectivamente asi. '

Hacia el afio 1910 existia evidencia experimental -por ejemplo, la dis-
persién de rayos X, el efecto fotoeléctrico, etc.- de que los 4dtomos estaban
constituidos por electrones. A través de esos experimentos se estimaba que
Z, el nimero de electrones por dtomo, era igual a 4/2, donde A es el peso
atémico del 4tomo correspondiente. Dado que los dromos son neutros,
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deben contener carga positiva igual en magnitud a la carga negativa que
proporcionan sus electrones. El problema en 1910 consistia en averiguar la
distribucién de las cargas positivas y negativas del dromo.

Thomson no propuso una teorfa, sino un modelo de descripcién tentati-
va del 4tomo, segin el cual los electrones cargados negativamente estaban
localizados dentro de una distribucién de carga positiva. Se suponia que
esta distribucién tenia forma esférica con un radio cuyo orden de magnirud
era de 1 A. Debido a la repulsién mutua los clectrones debfan estar distri-
buidos uniformemente a lo largo de toda la extensién de la esfera. En wn
4tomo en su estado de energia mds bajo posible se considera que los elec-
trones estdn fljos en sus posiciones de equilibrio, mientras que en dtomos
excitados se considera que los electrones deben vibrar alrededor de sus
posiciones de equilibrio al tiempo que emiten radiacién electromagnética.

En 1911 Rutherford obtuvo, a partir del anilisis de la dispersion de
particulas alfa, conclusiones que no podian ser conciliadas con el modelo
de Thomson. Demostré que la carga positiva no estaba distribuida en todo
el dtomo, sino que por el contrario estaba concentrada en una regién muy
pequefia que podia ser considerada como el nicleo atémico, ya que su loca-
lizacién se correspondia con el centro del 4tomo. A partir de aqui, en 1913
propuso Bohr su modelo atémico; lo que pretendia era buscar una explica-
cién que conectase el hecho de la existencia del ntcleo con el hecho de la
estabilidad atémica y con las leyes espectrales de Rydberg y Balmer.

El modelo de Bohr se basaba en una extrafia mezcla de ideas cldsicas y
cudnticas recogidas en los siguientes postulados:

1) un electrén en un dtomo se mueve en una érbita circular alrededor del
niicleo bajo la influencia de la atraccién de Coulomb entre el electrén y el
nicleo, sujetdndose a las leyes de la mecdnica cldsica;

2) el electrén no se puede mover en cualquier érbita, sino en aquélla en
la que su impulso angular £ sea un multiplo entero de la constante de

Planck 4 dividida entre 2r;

3) a pesar de que el movimiento del electrén en su 6rbita es acelerado,
no emite energia clectromagnética, permaneciendo constante su energia
total £ se trata de un estado estacionario discreto;

4) el electrén emite radiacién electromagnética cuando pasa de um
6rbita E a otra érbita £'de menor energfa; la frecuencia v de la radiacién
emitida es igual a la cantidad E-E'dividida entre la constante de Planck

h.
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Los cuatro postulados no pretendfan ofrecer explicacién alguna, sino tan
sélo mostrar la relacién entre algunos fenémenos aparentemente indepen-
dientes2. El primero era el hecho de la estabilidad del 4tomo: un 4tomo
regresa siempre a su estado fundamental tras una perturbacién fisica o qui-
mica. En segundo lugar se contaba con la férmula de Balmer, que represen-
ta la regularidad de las lineas espectrales del 4tomo de hidrégeno, y con
las formulas de Rydberg para el espectro de 4dtomos de elementos alcali-
nos; todas ellas se escribfan como uma diferencia entre términos que cabfa
entender como rasgos caracteristicos de los 4tomos. Por tltimo se contaba
con los experimentos de Rutherford, que daban cuenta de la existencia de
un ntcleo atémico. Para conectar estos tres hechos se supone, por un lado,
que el electrén se mueve en una 6rbita circular con arreglo a las leyes de la
mecdnica cldsica y a la vez se mantiene la idea no cldsica de cuantizacién
del impulso angular, y por otro lado, que el electrén cumple algunas leyes
del electromagnetismo cldsico -la ley de Coulomb- y a la vez que no
cumple otras -la emisién de radiacién de rodo cuerpo acelerado-. Tal
esmerada mezcla entre la fisica cldsica y la no clésica es justificada por la
manera de proceder que implica el principio de correspondencia. Todo
ello tenfa una ventaja, y es que se aseguraba una reduccién conceptual
del mundo cudntico al mundo cldsico tanto mas coherente cuanto mids se
aproximaba el fendmeno al limite clisico definido por los valores 7 — oo,
vo0 bh— 0

El problema surge cuando, pasados algunos afios de investigacién, se
logra un formalismo totalmente independiente del formalismo cldsico
que da buena cuenta de los resultados observados. FEsto propicia, como
veremos, el abandono del principio de correspondencia ¥, consiguiente-
mente, origina el problema de encontrar una interpretacién del formalis-
mo que haga de ¢l una teorfa fisica, y no tan sélo una teoria matematica,

En cualquier caso, lo que nos interesa poner de manifiesto con estas re-
flexiones acerca del principio de correspondencia es que el concepro
"electrén'3 resulta definido desde la teoria cldsica, dado que en dltimo
extremo se exige, mediante el principio de correspondencia, la reduccién
de las condiciones cudnticas a dicha teorfa. Vemos que en los tres modelos
considerados el electrén es definido como un constituyente de la materia,
Y por tanto, como una particula que, ademis de poseer carga eléctrica ne-
gativa, posec una masa y una localizacién espacial y temporal claramente
determinada, segtin el modelo de Bohr, mediante la ley de Coulomb y las
leyes mecdnicas de Newton. Ademds, el segundo postulado de Bohr in-
troduce la cuantizacién del impulso angular; con ello se definen las posi-
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ciones en las que se puede encontrar el electrén. Se entiende, por tanto, que
el electrén es una particula discreta circunscrita a una regién localizable
del espacio, es decir, que es una particula cldsica.

2. La mecdnica matricial de Heisenberg

El modelo de Bohr, perfeccionado en 1919 por las reglas de cuantizacién
de Wilson y Sommerfeld, funcionaba cuando se aplicaba al espectro del
4tomo de hidrégeno, dando cuenta incluso de la estructura fina relativista
y de la escisién de las lineas en un campo cléctrico (efecto Stark). Habia
pues abundantes pruebas de que era correcto hablar de estados estacionarios
discretos para el caso de los electrones en el 4tomo. Sin embargo, rambi¢n
habfa algunas dificultades:

1) En el modelo definido los electrones se mueven alrededor del nicleo
como si de un sistema planetario se tratara. El electrén describe, por tanto,
un movimiento peridédico que tiene una determinada frecuencia. Pero esta
frecuencia jamds se pone de manifiesto en las observaciones. Lo que si se
observa en el espectro son las frecuencias determinadas por el incremento
de energia en las transiciones de un estado estacionario a otro, pero, ;por
qué la frecuencia del movimiento planetario del electrén no se pone de
manifiesto en la frecuencia de la radiacién emitida?, ;es que los electrones
dentro del 4dtomo efectivamente no se mueven?, ;pero cémo dejar de ha-
blar de movimiento electrénico en el interior del 4tomo cuando las tra-
yectorias de los electrones son visibles en la cdmara de niebla?4

2) Las reglas de cuantizacién de Bohr-Sommerfeld son absolutamente
satisfactorias en el caso del hidrégeno aun perturbado por campos elec-
tromagnéticos exteriores, pero en el caso de los dtomos con mds de wn
electrén aparecen dificultades insuperables. Para el dtomo de helio, en el
que dos electrones giran alrededor del nicleo, no es posible utilizar las
reglas de cuantizacién porque cacmos en el problema de los tres cuerpos,
de dificil tratamiento matemitico. Pero aun simplificando la situacién y
suponiendo dos nicleos fijos y un electrdn, tal como ocurre en el 16n Hy*,
los valores de energfa calculados por medio del modelo de Bohr-
Sommerfeld no coinciden con los valores de enecrgfa hallados experimen-
talmenrted.

El primer paso hacia la solucién de las dificultades planteadas por el
modelo de Bohr vino del problema de la dispersién atémica. Sobre la
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formulacién estadistica de Einstein para predecir las transiciones induci-
das por radiacién entre los estados estacionarios de un 4tomo, Kramers
consiguié en 1924 una férmula general de dispersién que dependia, como
las férmulas de Einstein, de las energfas de los estados inicial y final y de
las probabilidades de transicién espontinea entre ellos. El segundo paso
importante vino del andlisis que Kramers y Heisenberg hicieron de fené-
menos de scartering en los que la frecuencia de la luz dispersada es distinra
de la frecuencia de la luz incidente. Las férmulas obtenidas para la defle-
xi6n a través del principio de correspondencia dependian de las probabi-
lidades de transicién de Einstein y de las amplitudes de transicién. Tanto
en el caso de la dispersién atémica como en el caso del scattering se habia
abandonado la idea de érbita electrénica y se habia sustituido las compo-
nentes de Fourier de la érbita por los elementos matriciales correspon-
dientes; no obstante, adn era necesario hablar de estado estacionario discre-
toO,

Todo ello parecia conducir a una nueva mecénica. Para comprobarlo se
necesitaba encontrar una expresién para la energfa que fuese constante en el
tiempo y mostrar que la diferencia de los valores de la energfa en distintos
estados divididos entre la constante de Planck dan la frecuencia de la ra-
diacién emitida. Ambas condiciones eran satisfechas por el formalismo
matemdtico; parecia que se habia encontrado una mecdnica cudntica. El re-
sultado fue publicado en 1925 con el titulo 'Uber quantentheoretischer
Umdeutung kinematischer und mechanischer Bezichungen'7. Born y Jordan,
y de manera independiente Dirac, encontraron pocos dias mas tarde que las
condiciones adicionales que Heisenberg habfa atribuido a la multiplica-
cién de matrices podfan escribirse de la forma pq - qp = b/ 2ni. De esta
manera se lograba una sencilla relacién que permitia deducir ficil y ele-
gantemente las principales leyes del formalismo matemiatico8. Finalmen-
te Born, Jordan y Heisenberg decidieron aplicar la nueva mecénica a los
sistemas con varios grados de libertad, a la teorfa de perturbaciones y a la
teorfa de la radiacién. El trabajo se terminé en noviembre de 1925 y fue
publicado el afio siguienteY. Ademds, antes de noviembre Pauli ya habia
demostrado que la nueva teoria proporcionaba el espectro del dtomo de
hidrégeno y trataba con exactitud su comportamiento en campos eléctricos
y magnéticos transversales. '

La mecdnica de Heisenberg consegufa evitar los dos problemas que,
segtin hemos visto, planteaba el modelo de Bohr: por un lado, prescindia
de las érbitas electrénicas al sustituirlas por estados estacionarios discretos
definidos por medio de matrices; por otro, la satisfactoria explicacién
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del 4tomo de hidrégeno permitia suponer que finalmente se iba a lograr
explicar el comportamiento electrénico con mds de un electrdn.

Segtin afirma el propio Heisenberg, la idea que orientaba la construc-
cién de la mecdnica cudntica era la de incluir en ella exclusivamente mag-
nitudes observables. Puesto que la trayectoria de un electrén en el interior
del 4tomo no era observable, habfa que prescindir de tal concepto y de los
conceptos que lleva asociados. como son los de posicién y velocidad. Ob-
servables eran tan sélo la energfa, las intensidades, las frecuencias y las
amplitudes, sencillamente porque se podian determinar a partir de las
lineas espectrales, de las que se tiene experiencia sensible. Aunque el pro-
blema de los términos tebricos observables es central en fisica, no aparece
en primer plano en las reflexiones de Heisenberg, por lo que, para nuestros
propésitos, no hace falta entrar en analisis mds detallados del temal0.

Lo relevante es que a finales de 1925 se dispone de una nueva mecdnica
con la que se consigue un tratamiento estadistico coherente de los proble-
mas atémicos que hasta entonces sélo habfan sido accesibles por medio del
principio de correspondencia.

La nueva mecénica consiste fundamentalmente en reemplazar las 6rbitas
electrénicas por matrices que representan la radiacién emitida o absorbi-
da. Se considera, por tanto, que se trata de un formalismo matemadtico
parcialmente interpretado, en la medida en que conceptos fisicos como
encrgfa, intensidad, frecuencia o amplitud, generan una interpretacién fisi-
ca de la estructura matemadticall. Ahora bien: el asunto es que se entiende
que la interpretacién es parcial, es decir, que la teorfa as{ interpretada no
permite adn explicar fenémenos que deben ser explicados. Heisenberg se
refiere a esta situacién en la siguiente cita:

El estado de nuestro conocimienta en Gortinga hacia finales de 1925 puede resu-
mirse asf: el formalismo maremidtico de la mecdnica cudntica estaba claro, pero su
desarrollo no era completo, como més tarde se comprobaria. Habia juicios concre-
tos acerca de como aplicar el formalismo a la experiencia, pero a la auténtica elu-
cidacién conceptual no se habia llegado adnl2.

Por qué la interpretacién de la mecénica cudntica se consideraba par-
cial, o conforme a las palabras de Heisenberg, por qué a la auténtica eluci-
dacién conceptual no se habia llegado atn? La razén es que no se podia
explicar un fenémeno tan ficil de observar como la trayectoria del elec-
trén que atraviesa una cimara de nieblal3. Puesto que en la interpretacién
del formalismo matemdtico se rechaza explicitamente el concepto de
6rbita, y de forma mds general el concepto de trayectoria del electrén en
el interior del 4tomo, ¢l problema surge al observar en la cdmara de niebla
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que de hecho los electrones siguen una trayectoria. Parece absurdo, segtin
indica Einstein, que la trayectoria del electrén exista en la cdmara de nie-
blay no exista en el interior del 4temo, como si la existencia o no de la
trayectoria dependiese del tamafio del espacio en el que se producen los
movimientos!4. Vemos, por consiguiente, que hay un fenémeno que debe
ser explicado por la mecdnica cudntica y que no puede serlo debido a que
la teorfa carece de los conceptos necesarios, que son los de posicién y velo-
cidad; esta es la razén por la que se considera que la interpretacién del
formalismo matemdtico es sélo parcial.

Heisenberg, al hablar de "auténtica elucidacién conceptual”, apunta, sin
embargo, un poco mis lejos. Se puede decir que el electrén carece de tra-
yectoria y, por tanto, a la pregunta de qué es el electrén se respondera que
es una entidad con tal energia, tal intensidad, tal frecuencia y tal amplitud.
Y nada mds. Pero el asunto es que en la cdmara de niebla vemos que el elec-
trén se comporta como una particula. ;Es o no una particula? :Cémo defi-
nir el electrén? Si lo definimos utilizando la nueva mecinica no es posible
explicar lo que se observa ficilmente en la cdmara de niebla, y si lo se-
guimos considerando como una particula no evitamos los problemas que
genera el modelo de Bohr. ;Qué es, en fin, el electrén? Esta es la pregunta
que subyace en el fondo de toda la cuestién y a la que se dirige Heisenberg.

Conviene insistir-en el hecho de que en 1925 se disponia d= un forma-
lismo matemdtico -o estructura matemética- parcialmente interpretado
que generaba una teorfa fisica. Se disponfa, por tanto, de una teoria fisica,
y no sélo de una teorfa matemiérica. Y asi tiene que ser, porque los fenéme-
nos naturales no se explican por teorfas matemdticas exclusivamente, sino
por teorfas matemdticas que de alguna manera -total o parcialmente- han
sido interpretadas. Fs la interpretacién a través de conceptos fisicos de
teorfas matemdricas la que genera teorfas fisicas que explican la efectivi-
dad de la naturaleza. Por tanto, no es que en 1925 se tuviera un formalismo
matemdtico que careciese de interpretacién, sino que la interpretacién del
formalismo no se consideraba definitiva. Por el contrario, si no hubiese
habido interpretacién alguna del formalismo, el espectro del 4tomo de
hidrégeno, el comportamiento atémico en campos eléctricos y magnéticos
transversales, y otros fenémenos fisicos, hubieran quedado sin explicacién
alguna. ’

Puesto que las teorfas matemdticas no dicen nada del mundo de la ex-
periencia sensible, ningtin experimento puede cuestionar una tecorfa mate-
mdtica. Lo que s{ puede cuestionar un experimento- es una determinada
interpretacién de la teorfa matemadtica, es decir, la teoria fisica resultante.
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Por esta razén el experimento de la cdmara de niebla no cuestionaba el
formalismo matemdtico, aunque si hacfa pensar que la interpretacién de la
que se disponfa era sélo parcial. Heisenberg se refiere a ello de la siguiente
manera:

Para mi era por aquel entonces absolutamente clara la enorme importancia de esa
forma matematica, cerrada y bella, que Born y Jordan habian dado a la nueva reorfa.
Pero desde el principio me rondaba la sensacién de que las mayores dificultades no
estribaban en la matemdtica, sino en el punto donde ésta hay que aplicarla a la natu-
raleza. Al fin y al cabo querfamos describir la naturaleza, no hacer matemdcica pu-
ra, y yo intufa que con el trabajo de los tres hombres [véase Born, Jordan, Heisen-
berg (1926)] no quedaba resuelto el problema. Cierto que se podia calcular la
energia de los estados estacionarios o la intensidad de las lineas, pero cémo descri-
bir, por ejemplo, la trayectoria de un electrén en la cdmara de niebla -trayecroria
que es directamente visible- eso no lo sabiamos. Nos habfamos propuesto no hablar
de trayectorias, pero al fin y al cabo las trayectorias pertenccian de un modo u otro
a la realidad fisical5.

Debido a que en 1925 ya se posee una teorfa fisica que explica buena
parte de los fenémenos naturales que hasta el momento habian sido de di-
ficil solucién, Heisenberg exige ¢l abandono del principio de correspon-
dencia. Es decir: puesto que ya se tenfa, independientemente de la teoria
clasica, una teoria que ofrecfa datos acordes con los datos experimentales,
no se vefa la necesidad de recurrir a los conceptos y teorfas cldsicos como
punto de partida para introducir ad hoc las condiciones cudnticas que per-
mitiesen obtener conclusiones coincidentes con los resultados experimenta-
les.

Sin embargo, atn en este momento las cosas podian verse de otra mane-
ra. Manteniendo el principio de correspondencia, Heisenberg podia acep-
tar como supuesto incuestionable el dualismo ontolégico cldsico y enten-
der la mec4nica cudntica que él habfa desarrollado como un mero artificio
matemidtico. En tal caso, la investigacién posterior debiera encaminarse a
encontrar una explicacién verdadera de los fenémenos para abandonar cuan-
to antes la explicacién instrumental que se posefa. Pero Heisenberg no per-
cibe las cosas asi. Hasta 1922, fecha en que conoce a Bohr, su apuesta fue la
de abandonar por completo lo que hasta el momento se tomaba en buena
parte de la comunidad cientifica como incuestionable, es decir, abandonar
los conceptos y las teorfas cldsicos y elaborar una nueva teorfa gencradora
de nuevos conceptos. Por la reconocida influencia de Bohr reconsidera esta
posicién y a la altura de 1925, fecha en que estd desarrollada la nueva me-
cénica, defiende posiciones menos rotundas: afirma que la descripcién del
mundo que ofrece la mecdnica cldsica debe ser abandonada, si bien esto no
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implica el abandono de los concepros clasicos, y afirma ademds que hay
que entender la nueva mecdnica no como un instrumento, sino como um
teorfa que da cuenta de la efectividad del mundo.

Por tanto, la apuesta de Heisenberg era la de reconocer la mecinica
cudntica como una teorfa de la naturaleza, rechazar el principio de corres-
pondencia y buscar una interpretacién més completa del formalismo ma-
temdtico apoydndose en los conceptos cldsicos. Todo ello con la esperanza
de encontrar finalmente una definicién del electrén.

3. La mecdnica ondulatoria de Schridinger

En 1924 Louis de Broglie propuso en su tesis doctoral la existencia de
ondas de materia. La hipétesis de de Broglie consistia en asignar un com-
portamiento dual a la materia, cosa que ya se le reconocia a la radiacién.
De la misma manera que un fotén tiene asociado una onda de luz que go-
bierna su movimiento, una particula de materia -un electrén, por ejemplo-
tienen asociada una onda de materia que gobicrna su movimiento. Dado
que el universo se entendia bien como radiacién, bien como materia, la
hipétesis de de Broglie supone una simetria en la naturaleza que le lleva a
pensar que los aspectos ondulatorios de la materia estén relacionados con
los aspectos corpusculares en la misma forma cuantitativa que en el caso de
la radiacién. Por tanto, como para el caso de la radiacién ya dejé claro
Einstein que £ = /v, la misma relacién es valida para la materia, de donde
resulta ficil deducir A = h/p, que predice la longitud de onda 4 de um
onda de materia asociada con el movimiento de una particula de impulso
2.

En los experimentos de éptica geométrica no se manifiesta la naturaleza
ondularoria de la luz porque las dimensiones de los aparatos utilizados son
muy grandes comparadas con la longitud de onda de la luz. Si zes la am-
plitud de una lente, espejo o rendija, y A es la longitud de onda de la luz
que atraviesa el montaje experimental, sc.estd en el dominio de la éptica
geométrica cuando A/z — 0, es decir, cuando « es mucho mayor que A. Por
csta razén en la ptica geométrica se estudia la propagacién de los rayos
de luz como las trayectorias del movimiento de las particulas cldsicas.
Pero se estd en ¢l dominio de la éptica fisica cuando « es comparable o
menor que 4; en este caso los efectos de difraccién son ficilmente observa-
bles y la naturaleza ondulatoria de la luz es manifiesta. Por tanto, para
observar las caracterfsticas ondularorias de la mareria se necesitan rendijas
o aperturas del orden de la longitud de onda de de Broglie o mas peque-
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fias. Si, de acuerdo con la propuesta hecha por Elsasser en 1926, tomamos
como aperturas los espacios entre planos de dtomos adyacentes en un séli-
do cristalino, que son del orden de 1 A, los electrones con una energia ciné-
tica del orden de 100 eV mostrarin su naturaleza ondulatoria. Efectiva-
mente, esto fue confirmado por Davisson y Germer en Estados Unidos y un
afio més tarde, en 1927, por Thomson en Escocia, los cuales consiguieron
difractar haces de electrones en cristales y comprobaron que la longitud de
onda electrénica era la indicada por la ecuacién de de Broglie.

Segiin el modelo atémico de Bohr el impulso angular estd cuantizado y
se puede escribir como pr = nh / 2r, donde p es la cantidad de movimien-
to del electrén en una érbita permitida de radio » Si en esta ecuacién in-
troducimos la relacién de de Broglie, entonces resulta que 277 = 24, con

= 1, 2, 3,... Esto quiere decir que las 6rbitas permitidas son justamente
aquellas cuya circunferencia puede contener exactamente un nimero entero
de longitudes de onda de de Broglie. Imaginemos un electrén moviéndose
en unma érbita circular con una velocidad constante y con la onda asociada
de longitud de onda 2 siguiéndolo. Entonces la onda se arrolla alrededor
de la érbita circular. Si en cada viaje del electrén las ondas estan perfec-
tamente en fase, se juntan en érbitas que contienen un ndmero entero de lon-
gitudes de onda de de Broglie. La condicién para que esto suceda es que
2nr = nA. Esta descripcién ondulatoria sugiere ondas estacionarias, para lo
cual se necesita una onda que viaje en direccién opuesta. En el caso del
dtomo el requisito se satisface si se supone un electrén que puede viajar en
cualquier direccién de la érbita y mantiene la longitud del impulso angu-
lar exigida por Bohr.

Por tanto, el postulado de de Broglie lleva a la conclusién de que el
movimiento de una particula estd gobernado por la propagacién de um
onda asociada; ahora bien: no dice cémo se propaga la onda. También
predice la longitud de onda que se infiere de las mediciones de los patro-
nes de difraccién que han de observarse en el movimiento de la particula,
pero sélo en los casos en los que la longitud de onda es constante.

Las cuatro comunicaciones presentadas por Schrédinger!6 en la primera
mitad de 1926 pretendian una generallzacmn de las ideas de de Broglie
que resolviese los problemas que ain quedaban pendientes. Schrédinger
suponfa que los clectrones eran ondas de materia cuyo estado podia ser
definido a través de una funcién de onda -o funcién de estado- ¥, de rtal
manera que la mecdnica de desplazamientos de puntos en el espacio era
sustituida por una mecdnica ondulatoria en un espacio de configuracién.
Por tanto, faltaba ¢l concepto de érbita electrénica, y se hablaba de esta-
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dos estacionarios discretos definidos por ¥, siendo ¥ uma solucién propia
de la ecuacién de ondas fundamental, obtenida al considerar la hamilro-
niana de un sistema de particulas eléctricas como un operador diferencial
que actda sobre una funcién de las coordenadas que definen la configuracién
del sistema.

El método de Schrédinger proporcionaba de forma sencilla las energfas
de los estados estacionarios de] dtomo de hidrégeno y explicaba la dis-
persién de radiacidn por los 4tomos. Pero ademis, la imagen del 4tomo
con la carga eléctrica distribuida continuamente alrededor de| nucleo de
acuerdo-con la funcién de ondas pretendfa eliminar por completo los ras-
gos discontinuos de la teorfa cudntica, especialmente los saltos cudnticos,
asi{ como fecuperar una descripcién de los procesos atémicos en el espacio
y en el tiempo que permitiese la conexién de la fisica cudntica con la fisica
cldsica, y mds concretamente, con el electromagnetismo. Con ello la no-
cién de estado estacionario, que tan problemdtica habfa resultado en la
teoria de Heisenberg, quedaba al parecer definitivamente aclarada.

En cuantoa la parte estrictamente matemirica de la teorfa, se mantenia
la sospecha de que el formalismo de Heisenberg y el de Schrédinger eran
equivalentesl7, De hecho, la nueva formulacién de la mecdnica de Heisen-
berg desarrollada por Bohr y Wiener en 1925 conducia ficilmente a la
mecdnica de Schrddinger. Fue el propio Schrsdinger, en marzo de 1926,
el que halls la prueba de equivalencia. Los problemas que surgieron en tor-
no a la mecdnica ondulatoria no tenfan que ver por tanto con el aspecto
matemdtico, el cual suponfa un gran avance en el tratamiento de los pro-
blemas atémicos, sino con la clarificacién conceptual de la teorfa. Al fin y
al cabo lo que se pretendfa era describir la naturaleza, no hacer matemdtica
pura. En julio de 1926 Sommerfeld invité a Schrédinger a Munich con ¢
fin de exponer su mecinica y alli se encontré con la oposicién de Heisen-
berg a la interpretacién de la funcién de onda como una distribucién conti-

1) La ecuacién de ondas fundamental contiene una ; debido a que rela-
ciona una primera derivada en el tiempo con una segunda derivada en e]
espacio. Por tanto, las funciones de onda # que son solucién de la ecuacign
de ondas también contienen una 7, esto es, son funciones complejas, lo cual
quiere decir que especifican simultdneamente dos funciones reales, una en sy
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parte real y otra en su parte imaginaria. Pero esto no es lo que ocurre en el
caso de las funciones de onda de la mecdnica clésica. Por cjemplo, um
onda en una cuerda se puede especificar mediante una funcién real que da el
desplazamiento de varios elementos de la cuerda en varios instantes del
tiempo, relacionando una segunda derivada en el tiempo con una segunda
derivada en el espacio. El hecho de que las funciones de onda de la mecs-
nica de Schrédinger sean complejas impide su interpretacién fisica, puesto
que una cantidad compleja no se puede medir con ningtin instrumento. Para
el fisico el mundo real es el mundo de las cantidades reales.

2) Ademds, cuando se estudian dtomos con mis de un electrén, o bien
colisiones entre 4tomos y particulas eléctricas libres, las funciones de esta-
do no estdn representadas en el espacio ordinario, sino en un espacio de
configuracién cuyo niimero de dimensiones depende del ndmero de grados
de libertad del sistema toral. Asi, dado un sistema de n particulas la fun-
cién de estado viene representada en un espacio de 3n dimensiones.

3) Schrédinger entendia que era posible representar una particula me-
diante un paquete de ondas; asi explicaba el hecho de que la carga del elec-
trén se encuentra en una regién muy pequefia del espacio. Sin embargo, en
los procesos de colisién y de difraccién los paquetes de onda sufren uma
rapida dispersién a lo largo de una amplia regién, lo cual impide, segin
demostré Heisenberg, una explicacién satisfactoria de la concentracién de
la carga.

4) Sucede también que la dispersién debe invertirse instantdneamente
cuando el electrén es localizado durante un proceso de medida. Ocurre
entonces que la funcién de ondas se colapsa y cambia de forma discontinua
a una nueva configuracién, cosa inexplicable si efectivamente se trata de
ondas fisicas que se expanden continuamente en el espacio.

5) La imagen ondulatoria pretendia eliminar los rasgos discontinuos de
la teoria cudntica, pero impedfa explicar la ley de Planck de la radiacién
térmica. El problema se solucionaba cuando los valores propios de la ecua-
cién de Schrédinger eran interpretados no sélo como frecuencias, sino
también como energfas. Pero con ello se recuperaba de- nuevo la idea de
saltos cudnticos de un estado estacionario a otro, y esto era algo que
Schrédinger queria evitar.

6) Aceptados los saltos cudnticos, resultaba imposible describir me-
diante la mecdnica ondulatoria la trayectoria de los electrones a través de
la cdmara de niebla. El electrén se representaba mediante un paquete de
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ondas cuyo movimiento debfa proporcionar la trayectoria del electrén.
Pero en su movimiento ¢l paquete de ondas debia agrandarse hasta alcanzar
un didmetro superior a un centimetro, hecho que no se correspondia con lo
observado experimentalmente.

A pesar de todas estas dificultades, desde nuestro punto de vista lo mds
interesante de la teorfa de Schrédinger es que aporta una nueva interpreta-
cién fisica del formalismo matemdtico y, consecuentemente, una nueva
definicién del electrén. Ahora el electrén se entiende como una onda. Lo
que ¢l control experimental debe demostrar es que esta definicién resulta
verificada, esto es, que en la naturaleza realmente existe un objeto, el elec-
trén, que es tal y como la teorfa dice que tiene que ser. O dicho de otra
forma: considerando el electrén como una onda, y por tanto, definido su
estado a partir de una funcién de ondas deducida de una ecuacién maés ge-
neral, se debe obtener los datos numéricos hallados experimentalmente.
Sélo entonces diremos que la interpretacién del formalismo es completa y
que la definicién del electrén es adecuada. :

Sin embargo, lo problemitico de la teoria es que, por un lado, el signi-
ficado de la definicién resulta demasiado ancho, lo que impide su com-
pleta verificacién, y por otro lado resulta demasiado estrecho para dar
cuenta de la diversidad de fenémenos observados. Es decir: el objeto pre-
sente en la naturaleza no es tal y como teéricamente se dice que tiene que
ser. Y esto por dos razones. En primer lugar, hay aspectos del significado
que no son susceptibles de verificacién alguna, y por tanto, no se puede
saber si lo referido por ellos tiene existencia fisica o no. Asi, las funciones
de onda ¥ son funciones complejas, a diferencia de lo que ocurre con las
funciones de onda que expresan el estado de una cuerda vibrante, de wn
péndulo, ctc.; por otro lado, ¢l estado de todos los elementos viene repre-
sentado por funciones en un espacio de tres dimensiones; sin embargo, las
funciones de onda estin representadas en el espacio de configuracién, cuyo
nimero de dimensiones depende del ndmero de grados de libertad del
sistema total. En segundo lugar, fenémenos como la concentracién de la
carga, el colapso de la funcién de ondas en los procesos de medida, la
trayectoria del electrén a través de la cdmara de niebla, y leyes como la
ley de Planck de la radiacién térmica, no pueden ser explicados, es decir,
nada en el significado del concepto "electrén" se refiere a estos hechos.

Por tanto, la definicién del electrén como una onda no resulta verifica-
da en su tortalidad, lo cual quiere decir: el objeto asi definido teéricamen-
te no existe en la naturaleza, eso que es designado con el término "electrén”
no es una onda, o no es sélo una onda, porque si bien es cierto que esta defi-
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nicién explica algunos fenémenos -las energias de los estados estacionarios
del dtomo de hidrégeno, la dispersién de la radiacién, etc.- no es menos
cierto que deja otros fenémenos sin explicacién alguna -la concentracién de
la carga, el colapso de la funcién de ondas, etc.-. Nos encontramos, por
fanto, ante una interpretacién parcial de la estructura matemaitica, lo cual
genera una definicién del electrén que no puede ser admitida a la luz de
los resultados experimentales.

4. Interpretacién de Born de las funciones de onda

Entretanto Born, involucrado en la mecdnica de Heisenberg, se encontraba
estudiando procesos de colisién. Advirtié que el formalismo de Schro-
dinger se muestra méds adecuado para el andlisis de estos procesos cuando
se postula que la densidad de probabilidad P(x,t) -que especifica la pro-
babilidad por unidad de longitud del eje x de encontrar la particula en la
vecindad de la coordenada x en el tiempo ¢ es igual a ¥'(x1) ¥(x 1),
siendo ¥'(x,2) el complejo conjugado de ¥(x,2)19. Esto se justifica si se
considera que el movimiento de una particula estd conectado con la propa-
gacién de una funcién de onda asociada -la conexién de de Broglie- de tal
manera que ha de encontrarse en algin sitio en el que la onda tenga una am-
plitud apreciable. Por tanto, P(x,z) debe tener un valor apreciable donde
¥(x,t) tenga un valor apreciable. Puesto que P(x,t) es real y no negativa y la
funcién de onda es compleja, no es posible igualar P(x,2) con ¥(x,1); pero
st se puede igualar con ¥"(x,2) ¥(x,), ya que este producto es siempre real
y no negativo. Por supuesto, existen otras funciones que se pueden generar a
partir de ¥(x,z) y que son reales, tales como el valor absoluto 1¥(x,2)l, pero
todas ellas conducen a un comportamiento no fisico de P(x2).

Aunque la posicién de Born a'propésito de la naturaleza de las particu-
las subatémicas evolucioné a partir de 1927 por la influencia de Bohr
y Heisenberg20, en un primer momento defendié que el producto
¥ (1) W(xt) dx, igual a 1¥(x,2)1? dx, mide la probabilidad de que la par-
ticula esté en un determinado lugar, la observemos o no. Por consiguiente,
en la interpretacién de Born las ondas materiales de Schrédinger resultan
ser "ondas de probabilidad", esto es: representan nuestre conocimiento del
estado de unsistema de particulas. Se trata de "ondas de conocimiento
parcial”, y no de ondas fisicamente reales que se propagan en el espacio2!.

Asimismo, Born defendia que el modelo de particulas no podia aban-
donarse, y esto por dos razones: porque era posible contar las particulas
mediante el contador Geiger y porque era posible fotografiar su trayecto-
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ria en una cdmara de Wilson. Aunque consideraba que las ondas no eran
algo fisicamente real, atribufa realidad a las particulas segun el sentido
cldsico. Es decir, con anterioridad a 1927 Born entendia las particulas sen-
cillamente como masas puntuales con una posicién y una cantidad de mo-
vimiento determinables en todo tiempo.

Suponer que las ondas representan nuestro conocimiento del estado de
un sistema de particulas eliminaba alguna de las dificultades generadas
por las ondas de materia de Schrédinger: el problema en torno a la natura-
leza no fisica del espacio de configuracién y el problema de la dispersién
de los paquetes de onda dejan de plantearse, y respecto a la reduccién del
paquete de ondas y el colapso de ¥ se puede entender ahora que la nueva
configuracién representa un cambio de nuestro conocimiento del sistema
como resultado de una medida22. No obstante, ain quedaban pendientes
problemas de dificil solucién:

1) La idea de Born de no asignar un significado fisico a la funcién de
ondas, sino a su cuadrado, entendiéndolo como la probabilidad de encon-
trar una particula en un espacio y en un tiempo determinados, fue aclarada
con la teorfa de la transformacién de Dirac y Jordan. En ella se podia
transformar ¥(g) en ¥(p) y era natural suponer que 1'¥(p)I° era ia probabi-
lidad de encontrar el electrén con momento p. Pero nadie sabia cémo se
representaba en el formalismo de la mecdnica cudntica un fenédmeno tan

ficil de observar como la trayectoria de un electrén en una cimara de nie-
bla23,

2) Experimentalmente se observa que la materia tiene propiedades de
interferencia y difraccién, lo cual lleva a pensar que efectivamente estamos
ante la presencia de las ondas de materia que imaginé Schrédinger. Si,
como afirma Born, se trata de "ondas de conocimiento parcial”, ;qué sen-
tido tiene decir que dichas ondas producen fenémenos de interferencia y
difraccién?

De nuevo nos encontramos con una interpretacién parcial del formalis-
mo matemdtico que resuelve algunos problemas pero deja otros sin resol-
ver. El modelo corpuscular propuesto por Born tampoco aportaba una defi-
nicién adecuada del electrén. :

5. Necesidad del recurso a los conceptos cldsicos

Podemos resumir lo que llevamos dicho de la siguiente manera. Desde el
punto de vista de la mecénica cldsica, que entiende los fenémenos fisicos
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como siendo bien ondas, bien corpdsculos, ante el problema de la naturale-
za de los clectrones, o en general de las particulas subatémicas, no hay mis
salida que reconocer que se trata o de una cosa o de otra. El intento de en-
tender los clectrones como ondas de materia es llevado a cabo por
Schrodinger, pero fracasa por dos motivos: porque las funciones de onda
complejas, representadas en un espacio de configuracién, no son suscepti-
bles de ser comprobadas experimentalmente en el contexto teérico plan-
teado, y porque numerosos fenémenos cudnticos contintian careciendo de
explicacién. Sin salir del marco conceptual de la mecénica clésica, la otra
alternativa consiste en entender los electrones como corpusculos. Este es el
intento que desarrolla Born con anterioridad a 1927. Sin ‘embargo, se ve
forzado a negar la realidad fisica de las ondas y a reducirlas a meras
"ondas de conocimiento parcial”, lo cual impide explicar fenémenos como
la trayectoria del electrén en la cdmara de niebla, la interferencia y la di-
fraccién.

Si mantenemos flelmente y hasta el final el marco conceptual de la
mecénica cldsica, dado que ésta divide la toralidad del murdo en dos
regiones disjuntas, a saber, las ondas y los corptsculos, decir que los elec-
trones no son ni una cosa ni otra significa tanto como decir que los electro-
nes no son fenémenos fisicos. Algunos autores no han descartado esta posi-
bilidad. Hay, sin embargo, otras dos salidas: la primera consiste en afir-
mar que se trata de fendmenos fisicos y que el error estd en dividir la tota-
lidad de dichos fendmenos en tan sélo dos regiones; quizd haya otras re-
giones con propiedades distintas a las ya conocidas y, por tanto, regiones a
las que hemos de referirnos con términos no clésicos; la segunda salida
consiste en afirmar que los conceptos clésicos de onda y corpuisculo pueden
ser compatibles, esto es, que sus significados no se oponen necesariamente,
sino bajo ciertas condiciones; en tal caso se trata de hallar las condiciones
que hacen posible que estos conceptos puedan predicarse a propdsito del
mismo objeto. Pero tanto en un caso como en otro nos salimds del punto
de vista de la mecénica cldsica; en primer lugar porque son admitidas mds
regiones que las reconocidas cldsicamente y en segundo lugar porque las
condiciones cldsicas definen los corpusculos y las ondas en relacién de opo-
sicién.

Como ya hemos sefalado, con anterioridad a 1922 Heisenberg pensaba
que lo importante para la construccién de una teorfa fisica era encontrar mn
formalismo matemdtico coherente, esto es, un formalismo sin contradic-
ciones que ofreciese los resultados numéricos hallados experimentalmente,
y que sélo desde €l se podifa alcanzar un lenguaje adecuado a los hechos que
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fuera a la vez preciso. La cuestién es si este lenguaje, que necesariamente
debe referirse a fenémenos cuanticos, ha de hacer uso de conceptos nuevos o
por ¢l contrario ha de recurrir, bajo ciertas condiciones, a los conceptos
cldsicos. La influencia de Bohr a partir de 1922 le llevé a reconocer, por n
lado, que el formalismo cudntico no constituye por si mismo una teorfa
fisica, sino que para cllo necesita ser interpretado a través de conceptos
fisicos, y por otro lado, que la interpretacién no puede prescindir de los
conceptos cldsicos, a pesar de que éstos no permiten una descripcién exacta
del mundo atémico. Los argumentos que Heisenberg ofrece en favor de
esta posicién son esencialmente dos, y coinciden con los ofrecidos por
Bohr. Son los siguientes:

1) Necesitamos el lenguaje cldsico para expresar y comunicar el resul-
tado de nuestras observaciones y experimentos porque los aparatos de me-
dida utilizados son objetos cldsicos mesofisicos. A pesar de que la cons-
tante de Planck impide reconocer en ¢l mundo subatémico la separacién
entre el objeto y ¢l aparato de medida, lo cierto es que aqui también se
pretende una descripcidn espacial y temporal a través de instrumentos cld-
sicos, con lo que la descripcién alcanzada sélo puede venir expresada a
través de conceptos cldsicos24.

2) El desarrollo y aceptacién del lenguaje es un proceso histdrico, por
lo que un lenguaje creado independientemente de este proceso estd conde-
nado al fracaso. Por la misma razén hemos de concluir que sélo los con-
ceptos cldsicos histéricamente desarrollados tienen éxito; ni se ha desarro-
llado ni se necesita un lenguaje mds preciso?5.

Silo que quiere decir el primer argumento es que, dado que los instru-
mentos y los aparatos de medida son cldsicos, la descripcién fisica alcan-
zada ha de ser una descripcién cldsica, entonces el argumento no es correc-
to. La razén es que instrumentos mecdnicos permiten descripciones de fe-
némenos eléctricos o magnéticos, instrumentos dpticos permiten descrip-
ciones de fenémenos mecénicos, etc. Por ejemplo, en el siglo pasado se
establecié la especificidad de los fenémenos eléctricos respecto de los
mecdnicos a partir de experimentos mecdnicos que pusieron de manifiesto
fuerzas repulsivas, fuerzas dependientes de la velocidad, etc., las cuales no
aparecfan en mecdnica. Ello permitié afirmar que se trataba de fendmenos
nuevos, y fueron explicados por medio de una teorfa que, aun utilizando
instrumentos mecanicos, no se reducia a la mecdnica. De la misma manera,
el empleo de instrumentos cldsicos permite localizar en la fisica cudntica
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anomalfas que muestran que se estd ante un fenémeno de naturaleza distinta.
Y se puede construir -de hecho se ha construido- una nueva teorfa, utilizando
instrumentos cldsicos, que explique estos fendmenos, reconociendo al
mismo tiempo la especificidad de la teorfa respecto de la mecanica cldsi-
ca. Por tanto, de modo general ocurre que es posible determinar la natura-
leza -eléctrica, cudntica, etc.- de los fenémenos fisicos mediante aparatos e
instrumentos de naturaleza distinta.

Ahora bien, si con el primer argumento lo que se pretende sefialar es que
el uso de aparatos ¢ instrumentos cldsicos obliga a utilizar conceptos clasi-
cos, el caso ciertamente es asi. La razén es que el empleo de un instrumento
obliga a la aceptacién previa de una teorfa que dice cémo debe ser utiliza-
do el instrumento, y consecuentemente, a la aceptacién de los conceptos
empleados en tal teorfa. Por tanto, si usamos un instrumento como instru-
mento cldsico es porque aceptamos la teorfa cldsica y sus concepros. Sin
embargo, hay que decir también que la aceptacién de los conceptos cldsi-
cos no impide que la descripcién fisica resultante sea no clasica. Por ejem-
plo, la aceptacién de conceptos mecdnicos hace posible una teorfa nueva,
como es el electromagnetismo, la aceptacién de conceptos de éptica hace
posible la mecénica, etc.

Por tanto, la conclusién final en este punto es que, si en la investigacién
son utilizados instrumentos cldsicos, no es posible abandonar los conceptos
clsicos, pero esto no impide que la descripcién resultante sea no clésica.
Indudablemente algunas modificaciones habr4 que introducir para que, aun
utilizando los viejos conceptos, se obtenga una nueva teoria. Veremos mds
adelante qué modificaciones han de imponerse a los conceptos clésicos
para que finalmente resulte la teorfa cudntica.

Analicemos ahora el segundo argumento utilizado por Bohr y Heisen-
berg. Aqui se afirma que no es posible hablar de la naturaleza independien-
temente del lenguaje que histéricamente ya se ha sedimentado, es decir,
independientemente de los concepros de las teorfas fisicas vigentes. El
argumento a favor se obtiene por reduccién al absurdo: en el caso de que
prescindiésemos de estos conceptos, tendrfamos que definir conceptos
nuevos; para prescindir por completo de los concepros fisicos vigentes, la
definicién de los conceptos nuevos se tiene que realizar a partir del forma-
lismo matemdtico; pero en tal caso el resultado obtenido es la duplicacién
de la teorfa matemdtica, y no su interpretacién fisica. Por cormgulente si
deseamos la” interpretacién fisica del formalismo matematico hemos de
recurrir a los conceptos cldsicos, dado que éstos son los tnicos concepros
fisicos disponibles.
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El asunto relevante aqui, precisamente lo que hizo cambiar la opinién de
Heisenberg, es que es posible utilizar los conceptos cldsicos para la inter-
pretacién de la teorfa matemdtica y obtener una teoria fisica distinta de la
mecdnica clésica. Si no es en los conceptos, entonces, sen qué radica la di-
ferencia entre la mecénica cldsica y la mecdnica cudntica? La respuesta es:
en la estructura matemdtica. Ahora bien: ;cémo puede la estructura mate-
madtica determinar una teoria fisica?

Para respoiider a esto lo primero que hay que tener claro es que toda
estructura matemdtica no es mds que la explicitacién, a través de la férmu-
las correspondientes, de un conjunto de relaciones. Se trata nada mds que
de relaciones formales que se expresan utilizando signos vacfos de conteni-
do, de la misma manera que las ecuaciones de la aritmética. A su vez, da-
do que en las teorfas matemdticas ocurre que un conjunto de férmulas, que
llamamos consecuencias, se deduce de otro conjunto de férmulas, que lla-
mamos axiomas, ocurre que las relaciones explicitas en las consecuencias se
deducen de las relaciones explicitas en los axiomas, y se dice que el con-
junto de las relaciones de los axiomas define una nueva relacién mas com-
pleja26.

Cuando se busca una interpretacién fisica de la estructura matemética,
lo que se hace es sustituir los signos vacios de contenido de la estructura
por conceptos fisicos. El resultado de la interpreracién es una teorfa fisica
que presenta los concepros fisicos en unas determinadas relaciones, justo en
las relaciones explicitas en la estructura matemdtica. Por tanto, como res-
puesta a la pregunta anterior diremos que la estructura matemiatica deter-
mina la teorfa fisica en la medida en que las relaciones que guardan los
conceptos fisicos son las relaciones estructurales.

Por consiguiente, vemos que es posible utilizar los conceptos cldsicos
para la interpretacién del formalismo cudntico y obtener una teorfa fisica
estrictamente cudntica. Lo que en tal caso cambiardn serdn las relaciones en
que aparecen los conceptos cldsicos, las cuales dependen de la estructura
matemitica. Concretamente, ;a qué relaciones nos referimos? Veremos que
se trata de las relaciones de incertidumbre.,

6. Interpretacion de Heisen berg

En 1926 Heisenberg consiguié resolver el problema de la duplicidad del
espectro de helio al demostrar, a partir de los estudios r:alizados inde-
pendientemente por Dirac y Fermi, que los estados estacionarios del 4to-
mo de helio son de dos clases, en correspondencia con dos conjuntos no
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combinables de términos espectrales representados por funciones ondulato-
rias espaciales simétricas y antisimétricas, las cuales estdn asociadas con
orientaciones opuestas y paralelas, respectivamente, del spin electrénico.
Esto contribuyé decisivamente al tratamiento adecuado de los 4tomos
multielectrénicos: poco después Heitler y London lograron explicar la
molécula de hidrégeno, sc inicié el andlisis de los enlaces quimicos no
polares, se asigné un spin al protén, y se comprendié la diferencia entre los
estados "orto” y "para”, lo cual sirvié para explicar las anomalias del calor
especifico del gas de hidrégeno a bajas temperaturas. Todo este desarro-
llo culming en el reconocimiento de dos familias de particulas: las que
tienen spin semientero, tales como los electrones y los protones, represen-
tadas por unma funcién de onda antisimétrica, y otras, como los fotones,
representadas por funciones simétricas y a las que sélo se les puede adscri-
bir un spin igual a 1, o bien, como las particulas alfa, carecen de spin.

Se ve, por tanto, que la nueva mecdnica cudntica proporcionaba un rdpi-
do avance del conocimiento del mundo atémico. Sin embargo, atin no se
habia conseguido una completa interpretacién fisica del formalismo ma-
temdtico. La razén es que adn no se sabfa bien lo que se designaba con el
término "estado”, ya que s hablaba, por una lado, de estados estacionarios
en el interior del dtomo, y por otro, del estado no estacionario del elec-
trén que atraviesa una cdmara de niebla, el cual no habfa podido ser descri-
to mediante ninguna de las interpretaciones que se habfan inventado. Como
consecuencia de ello tampoco se sabfa si las particulas definitivamente
tenfan una naturaleza corpuscular u ondulatoria.

En 1927 publica Heisenberg un articulo que llevaba el significativo titu-
lo de 'Uber den anschaulichen Inhalt der quantentheoretischen Kinematic
und Mechanik'?7. El articulo tenfa como objetivo aclarar el contenido in-
tuitivo de la teorfa cudntica. El formalismo matemdtico estaba plenamen-
te aceptado desde 1925, pero, en palabras de Heisenberg que ya hemos
comentado, su desarrollo no era ain completo, ya que "habia juicios con-
cretos acerca de cémo aplicar el formalismo a la experiencia, pero a la
auténtica elucidacién conceptual no se habfa llegado ain"2. No se habia
llegado porque se carecfa de una interpretacién fisica del formalismo. La
salida consistente en renunciar a las interpretaciones corpuscular y ondula-
toria y buscar una interpretacién radicalmente nueva y estrictamente cudn-
tica habia sido descartada por la reconocida imposibilidad de prescindir
de los conceptos clisicos. Por ello, cuando se habla de "elucidacién con-
ceptual” o de "contenido intuitivo" lo que se pretende es la completa inter-
pretacién, bajo condiciones que hay que especificar, del formalismo cudn-
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tico mediante los conceptos cinemiticos y dindmicos habituales -cl4si-
cos-29 con el fin de explicar un hecho tan concreto como la trayectoria de
los electrones en la cimara de niebla.

Antes de la primavera de 1926 pensaba Heisenberg que para lograr esta
explicacién era necesario pasar de la situacién experimental a la represen--
tacién tedrica, esto es, representar en la mecdnica cudntica la trayectoria
del electrén. Dicho de una manera mis general, explicar la situacién expe-
rimental dada consistfa, a su juicio, en expresarla en el esquema matemiri-
co conocido, en describirla mediante los esquemas matemdticos disponi-
bles30. Hasta ¢l momento se disponfa de una estructura matemitica inter-
pretada esencialmente a través de los conceptos de energfa, intensidad,
frecuencia y amplitud, conceptos cldsicos recogidos del electromagnetis-
mo.

Para Heisenberg la situacién experimental estaba clara: que el electrén
atraviesa la cdmara de niebla es un hecho directamente observable inde-
pendientemente de la teorfa fisica que se mantenga, y la descripcién espa-
cial y temporal de la trayectoria del electrén tampoco es cuestionable,
porque es que definitivamente vemos un electrén moviéndose en determi-
nada direccién con determinada velocidad. Por consiguiente, lo que la
mecdnica cudntica debe explicar es esta descripcién, y la manera de hacer-
lo es derivindola del formalismo matemético. El problema, sin embargo,
es que la mecdnica cudntica requiere no del espacio y del tiempo cldsicos,
sino de un espacio de configuracién, y desde ¢l resulta imposible explicar
el movimiento observado. Heisenberg se refiere a esta problemitica en los
sigulentes términos:

En fisica observamos los fenémenos en el espacio y en ¢l tiempo (..). Pero en este
punto comienzan las dificultades reales. Observamos los fenémenos en ¢l espacio v
en ¢l tiempo, no en un espacio de configuracién o espacio de Hilbert. ¢Cémo po-

demos trasladar el resultado de una investigacién al esquema matemitico? Por
cjemplo, observamos un electrén en una ¢dmara de niebla moviéndose en decermi-
nada direccién con determinada velocidad. ;Cémo puede expresarse este hecho en
el lenguaje magemdrico de la mecanica cudntica?31

El asunto asi formulado es interesante porque pone a las claras la nocién
ingenua de observacién que Heisenberg maneja en estos momentos. Entien-
de que observable es la trayectoria del electrén sencillamente porque ve-
mos su direccién y su velocidad, es decir, porque tenemos una descripcién
del movimienrto que coincide con la observacién que sc realiza en el labo-
ratorio. Son observables también la energia, la intensidad, la frecuencia y
la amplitud por la misma razén, porque podemos observarlas cuando te-
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nemos un espectro. Y todo ello independientemente de cualquier teorfa,
porque mis alld de una teorfa uotra el hecho mismo es que las cosas son
asf, tal y como estdn descritas.

Decimos que se trata de uma posicién ingenua porque entiende que es
observable independientemente de cualquier teoria lo que la mecdnica
cldsica dice que es observable. Ciertamente nunca nadie ha visto energias,
frecuencias, posiciones, velocidades, etc., hasta que no ha estudiado meca-
nica cudntica y ha aprendido a ver a través de la teorfa. La teorfa es la que
decide lo que se puede observar, y mds alld de ella no hay observacién
fisica posible.

Esta posicién es un lugar comun en nuestros dfas, pero era algo que Hei-
senberg no habia tenido en cuenta hasta la primavera de 1926, fecha en que
viaja a la universidad de Berlin como participante en un coloquio sobre la
mecinica cudntica y <onoce a Einstein. En el didlogo mantenido discutie-
ron las razones por las cuales en la nueva mecdnica se habia prescindido de
la nocién de 6rbita electrénica. La razén de Heisenberg estaba clara: senci-
llamente porque las érbitas no son observables, y a su juicio una teoria fisi-
ca debfa incluir exclusivamente magnitudes directamente observables. En
este punto Einstein argumenta que toda teorfa fisica incorpora magnitudes
que no son observables, y que es la propia teorfa, una vez construida, la que
decide lo que se puede observar. La clave del asunto es justamente ésta: que
independientemente de la teorfa no se puede determinar lo que es y lo que
no es observable, y si se determina es por referencia a alguna otra teoria.
No hay, en fin, hechos desnudos, sino hechos que se recortan sobre otros
hechos mediante el ropaje teérico.

Si esto se tomaba en serio, entonces la investigacién acerca del movi-
miento del electrén en la cdmara de niebla podia dar un giro definitivo. Y
as{ fue. '

En enero de 1927 Bohr y Heisenberg habfan tenido fuertes discusiones
sobre qué interpretacién del formalismo cudntico podia explicar finalmen-
te la trayectoria del electrén. Aprovechando la vacaciones de febrero, Bohr
se va a esquiar a Noruega y Heisenberg se queda en Copenhague con los
problemas sobre la mesa. Hasta el momento habfa tomado como punto de
partida indiscutible el hecho de que el electrén se mueve en la cdmara de
niebla en una determinada posicién y con una determinada velocidad, y el
problema era que esta descripcién no podia ser deducida de la interpreta-
cién del formalismo matematico. Si tenfa razén Einstein, entonces el error
radicaba en tomar como indiscutible una descripcién que dependia de uma
determinada teorfa, en concreto de la mecdnica clisica. El método no
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podia ser, en tal caso, el de adecuar la teorfa a un hecho previamente obser-
vado, sino el de intentar observar experimentalmente el hecho que la teoria
ya constituida senalaba como observable bajo condiciones estipuladas teé-
ricamente32.

Por tanto, en febrero de 1927 Heisenberg mantiene como premisas los
siguientes puntos: de las discusiones con Bohr anteriores a 1922 habia que-
dado claro que 1) es necesario utilizar los conceptos cldsicos para la inter-
pretacién del formalismo cudntico, y que 2) es posible obtener una teorfa
especifica y ‘distinta de la mecénica clasica en la medida en que el nuevo
formalismo cambia las relaciones en que aparecen los viejos conceptos; de
las discusiones con Einstein en 1926 habia concluido que 3) es la teoria la
que dedice lo que se puede observar. ,

Puestas asi las cosas, los pasos que hay que dar para encontrar una inter-
pretacién completa del formalismo matemitico, es decir, una interpreta-
cién que explique el problema de la trayectoria del electrén en la cimara
de niebla, son los siguientes: 1) establecer claramente los conceptos que se
van a usar para la interpretacién del formalismo; 2) especificar las nuevas
relaciones en que aparecen los conceptos, que necesariamente han de venir
impuestas desde el formalismo: y 3) comprobar que en la cdmara de nie-
bla efectivamente ocurre lo que la nueva teorfa fisica predice. Justamente
cstos tres pasos son los que se dan en el famoso articulo de Heisenberg de
1927. Si lo propuesto se consigue, habremos encontrado una interpretacién
fisica del formalismo matemdtico, es decir, una teoria fisica especifica y
distinta de fa mecdnica cudntica, y ademds, podremos responder a la pre-
gunta de qué es un electrén diciendo sencillamente que todos los experi-
mentos confirman que el electrén tiene las propiedades que la teorfa le
atribuye.

El articulo comienza por establecer el significado (Sinn) de términos
como “posicion”, "trayectoria”, "velocidad” y "energfa”. Establecer el sig-
nificado no supone que estos conceptos carezcan de significado alguno; este
no puede ser el asunto, puesto que son conceptos que provienen de la mecd-
nica cldsica con un significado muy preciso. Lo que Heisenberg quiere ver
es si se puede medir la posicién, la velocidad o la energfa, cuando trata-
mos con objetos microfisicos, porque si no se pudieran medir, entonces no
serfan dtiles para la interpretacién del formalismo cudntico, debido a que
no scrfa posible en tal caso una comprobacién cxperimental de la teoria
fisica resultante.

La conclusién del articulo es que existen experimentos que permiten las
medidas buscadas. Por ejemplo, la posicién se puede medir con un mi-

364 THEORIA - Segunda Epom
Vol. 14/2, 1999,339-369




JA VALOR LA DEFINICION DEL ELECTRON EN LA MECANICA CUANTICA

croscopio de longitud de onda muy corta y la velocidad se puede medir
con un microscopio de longitud de onda muy larga33. Por consiguiente,
estos conceptos pueden ser definidos exactamente también para los proce-
sos atémicos, lo cual quiere decir: pueden ser utilizados en la interpreta-
cién fisica del formalismo.

El segundo paso consiste en especificar las relaciones en que aparecen los
conceptos. Estas dependen exclusivamente del formalismo matemadtico, y
Heisenberg las deriva de la formulacién de Dirac-Jordan. Por simple de-
duccién del formalismo matemdtico se llega a una desigualdad del tipo
Ap Aq 2 h/4n34, donde py g son magnitudes conjugadas que se determinan
hasta una incertidumbre 4p ¢ Ag respectivamente. Si interpretamos p y g
con los conceptos de posicién y velocidad, lo que la relacién establece es
que cuanto mds precisamente se determina la posicién mds imprecisamente
se determina la velocidad y viceversa. Por esta razén la desigualdad es
conocida como principio de indeterminacion o principio de incertidumbre.

Hasta ahora tan sélo hemos asistido a una deduccién formal y a su pos-
terior interpretacién, pero lo que hay que hacer es comprobar que efectiva-
mente en la experiencia las cosas ocurren asi. Y ya sabemos que esto se pue-
de hacer, porque con anterioridad se ha concluido que es posible medir los
conceptos cldsicos que aparecen en la interpretacién. Pues bien, lo observa-
do es que cuando se intenta medir precisamente la posicién con un micros-
copio de rayos gamma, la velocidad queda indeterminada, y cuando se
intenta medir precisamente la velocidad con un microscopio de luz roja,
es la posicidn la que resulta indeterminada. Vemos que efectivamente en la
experiencia las cosas ocurren como la teorfa predice, por lo que podemos
considerarla correcta.

Queda pendiente el tercer punto. Se trata de ver si la teorfa as{ interpre-
tada explica la trayectoria del electrén en la cdmara de niebla. Ahora la
explicacién que se busca no consiste en la deduccién desde la teorfa de uma
descripcién fisica previa, sino en la elaboracién de una nueva descripcidn.
Segiin la mecdnica cudntica la trayectoria no es, como indica la descrip-
cién cldsica, una linea continua infinitamente delgada con posiciones y
velocidades bien definidas, sino una sucesién de regiones mds extensas que
el electrén que sélo permite determinar la posicién y la velocidad de una
manera imprecisa de acuerdo con el principio de incertidumbre. Por con-
siguiente, no podemos ahora entender la trayectoria del electrén como la
“ocupacién sucesiva de lugares infinitamente préximos, sino como una serie
de puntos a distancias finitas.
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Es cierto que lo observado directamente es una trayectoria continua,
pero si entendemos que es la teorfa la que decide lo que hay que observar,
entonces debemos preparar el montaje experimental para comprobar que
efectivamente la trayectoria es, tal como predice la mecdnica cudntica,
discontinua. Dicho de otra manera, debemos intentar ver, con arreglo a las
condiciones determinadas tedricamente, que las cosas ocurren tal como los
enunciados deducidos de la teoria dicen que tienen que ocurrir. En el caso
que tratamos, basta con realizar las observaciones a través de un microsco-
pio para comprobar que, ahora si, son correctas.

Esto quiere decir que hemos encontrado una Interpretacién complera de
la estructura matemitica, es decir, que la teorfa fisica resultante es capaz
de explicar todas las observaciones realizadas, incluso la trayectoria del
electrén en la cdmara de nicbla. Hemos conseguido, por tanto, una auténti-
ca elucidacién conceptual del formalismo matemdtico. Podemos respon-
der, puestas asi las cosas, a la pregunta que subyacia en el fondo de las du-
das de Heisenberg: ;qué es un electrén?

Ahora es definido utilizando los conceptos cuinticos, aunque estdn rela-
cionados, a través del principio de incertidumbre, como no lo estaban en
la mecdnica cldsica. La relacién explicita en este principio no deja los
conceptos con el mismo significado, sino que los cambia: mientras que
clisicamente era posible determinar la posicién y la velocidad de un ente
fisico a la vez con un grado de precisién ilimitado, ahora sabemos que esta
determinacién es necesariamente imprecisa. Por consiguiente, podemos
decir que el electrén tiene una posicién y una velocidad y referirnos con
ello a las propiedades cldsicamente conocidas, pero a esto hay que afadir
que no podemos determinarlas a la vez con un grado de precisién ilimita-
do.

Puesto que no se rechazan los conceptos cldsicos, sino que se consideran
necesarios para la interpretacién de la estructura matematica, entonces po-
demos seguir considerando la toralidad de los fendmenos naturales divi-
dida en dos regiones, en ondas y en corpusculos. Sobre este supuesto cldsico
podemos preguntar: ;son los electrones ondas o corptsculos? Es decir:
stienen una estructura corpuscular, discreta y clrcunscrita a una regién loca-
lizable del espacio, o tienen una estrucrura ondulatoria y continua? A esto
también da una respuesta la nueva interpretacién del formalismo y es la
siguiente: es posible determinar la posicién del electrén. En tal caso po-
demos decir que se trata de un corpusculo circunscrito a una regién locali-
zable del espacio. Pero su velocidad queda indeterminada. Y también
podemos determinar la velocidad. Pero en este caso la posicién queda
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indeterminada, por lo que se puede decir que estamos ante una estructura
ondulatoria y continua. Hemos encontrado, por tanto, una regidn fisica
donde podemos calificar los objetos como ondas o como corpusculos,
atendiendo, eso si, a las condiciones impuestas por el principio de incerti-
dumbre.

Notas

1 Heisenberg (1977a, pp. 48-49, 52).

21bid., p. 26.

3 Las comillas indican que se trata de un concepto. Una cosa es el concepto "electron” 'y
otra es eso a lo que el concepto se refiete, que es el electrén entendido como un objeto
de la naturaleza. No obstante, cuando no hay peligro de confusién prescindimos de las
comillas.

4 Véase (Heisenberg 1958, p. 22).
5 Heisenberg (1977a, p. 30).
6 Ibid., pp. 51-52.

" 7 Heisenberg (1925).

8 Born, Jordan (1925).
9 Born, Jordan, Heisenberg (1926).
10 Véase un andlisis mas detallado en (Rioja 1995b, pp. 125-128).

11 Acerca de las nociones de "interpretacién” y "estructura” véase Mosterin, J.: 'Sobre teo-
rias fisicas y teorfas matemdticas’, in Mosterin (1984), y véase también (Sneed 1971).

12 Heisenberg (1977a, p. 57).

13 Born, Jordan, Heisenberg (1926, p. 33).

14 Heisenberg (1977a, p. 22).

15 Heisenberg (19774, pp. 55-56).

16 Schrédinger (19206a,b,c¢,d).

17 Heisenberg (1977a, p. 57).

18 Véase (Rioja 19954, p. 255).

19 Véase (Born 19264, b.c).

20 1a evolucién del pensamicnto de Born se explica claramente en el articulo (Rioja
1995a). Véase también (Jammer 1974, pp. 42-43).

21 Rioja (19954, pp. 258-259).

2 1bid., p. 259.

23 Véase (Heisenberg 19774, pag. 60).

vt Heisenberg (1935, pp. 113-114).

25 Heisenberg (1977b, p. 6).
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2 Estas consideraciones remiten al estructuralismo de Mosterin (1984), Sneed (1971) y
Stegmiiller (1979).

| 27 Heisenberg (1927).

| 28 Heisenberg (1977a, p. 57).

2 Heisenberg (1927, pp. 172-173).

30 Rioja (1995b, pp. 126-127),

31 Heisenberg (19775, p. 4). Trad. Rioja, ibid., pp. 125-126.

32 Heisenberg (1958, p. 28).

33 Heisenberg (1927, p. 179).

34 Ibid., p. 180.
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