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RESUMEN: Este trabajo tiene por objetivo examinar la idea de deduccién metamatemi-
tica en el programa de Hilbert, mostrando su dependencia de conceptos gnoseoldgicos,
tales como el de conocimiento intuitivo. También se comparard esta concepcién de la
deduccién con la fundamentacién intuicionista de la l16gica. Sostendré que esta deduc-
cién metamatemitica lleva a una caracterizacién de la légica como una teorfa de las
deducciones formales en un sentido particular.

Descriptores: programa de Hilbert, légica, teorfa de la demostracién, teorfa del conoci-
miento, intuicionismo.

ABSTRACT: This paper aims to examine the idea of metamathematical deduction in Hil-
bert's program showing its dependence of epistemological notions, such as intuitive kenowl-
edge. This conception of deduction will be also compared with the intuitionistic foundation
7 logic. I will argue that this metamathematical deduction leads to a characterization of
ogic as a theory of formal deductions in a particular sense.
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La teorfa de la demostracién se constituyé como disciplina hacia comien-
zos de la tercera década del siglo XX en el contexto del programa de
Hilbert para fundamentar la matematica. El nidcleo metodolégico del
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programa era el "punto de vista finito" (finite Einstellung) y segin este pun-
to de vista eran caracterizadas las demostraciones matemiéticas con conte-
nido (inhaltlich), es decir, las demostraciones mateméticas informales. El
punto de vista finito se aplica a diferentes tipos de objetos matemiticos:
reglas, enunciados moleculares, definiciones, etc. y sus rasgos centrales con-
sisten en limitar las operaciones a un nimero finito de objetos y funciones,
en no tomar en consideracién conjuntos infinitos y en no admitir definicio-
nes impredicativas. La adopcién del punto de vista finito da lugar a la ma-
temdtica finitaria. En el vol I de los Fundamentos de la matemdtica de
Hilbert y Bernays puede leerse:

Hablaremos de una formacién de conceptos y de afirmaciones finitarias, expre-
sando con la palabra 'finitario’ en cada caso el hecho de que la reflexién, afirma-
cién o definicién en cuestién procede dentro de los limites tanto de la concebibi-
lidad en principio de objetos y de la ejecucién en principio de procedimientos

(Hilbert & Bernays 1934, p. 32).

Estas nociones de concebibilidad y ejecucién requerfan algin tipo de
aclaracién filoséfica. El programa de Hilbert buscé respaldar filoséfica-
mente el punto de vista finito en algunas ideas acerca de la naturaleza del
conocimiento humano propias de la filosoffa moderna. Estas ideas se en-
contraban en la tradicién kantiana vigente en la filosoffa en lengua alemana
a comienzos de siglo. Asi, se hacfa corresponder los procedimientos fini-
tarios con el conocimiento matemdtico intuitivo. La teorfa de la demos-
‘tracién se ofrecfa como la metodologia adecuada para fundamentar la ma-
temdtica de acuerdo con esta posicién acerca del conocimiento mateméti-
co. En efecto, las demostraciones realizadas de acuerdo con el punto de
vista finito proporcionaban un conocimiento intuitivo. De este modo, la
teorfa de la demostracién ofrecié una respuesta a la pregunta por la estruc-
tura matemdtica subyacente al razonamiento humano. '

Este trabajo tiene como objetivo esclarecer la concepcién de la deduc-
cién que subyacia al punto de vista finito, a la que se puede llamar "deduc-
cién matematemdtica”, y mostrar su dependencia de conceptos gnoseold-
gicos. En efecto, se verd que la correccién de las deducciones se basaba en
un conocimiento intuitivo. Ademds, se comparard esta concepcién de la
deduccién con la fundamentacién intuicionista de la légica, mostrando
semejanzas y diferencias. Esta comparacién es importante no sélo por su
valor aclaratorio, sino también por la influencia que tuvo el intuicionismo
en el desarrollo posterior de la teorfa de la demostracién. Como resulta-
do del trabajo, sostendré que esta caracterizacién de la deduccién meta-
matemdtica lleva a un modo peculiar de entender la l6gica como teorfa de
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las deducciones formales. En la exposicién se hard referencia tanto a articu-
los de Hilbert como de Paul Bernays, y también a los trabajos seminales
de Alexander Kolmogorov y Arendt Heyting, todos ellos escritos durante
la década de 1920 y comienzos de la de 1930.1

1. La teoria hilbertiana de la demostracion

En un articulo publicado en 1930 bajo el titulo 'La filosoffa de la matema-
tica y la teorfa hilbertiana de la demostracién', Bernays expuso ante un pi-
blico filoséfico las ideas que subyacfan a la teorfa de la demostracién, tal
como esta resultaba del programa de Hilbert. En ese momento, a fines de
la década de 1920, el programa se encontraba en su fase madura, y los ob-
jetivos del mismo habfan sido claramente formulados y discutidos en una
serie de trabajos debidos a Hilbert como, por ejemplo, la célebre confe-
rencia "Pensamiento axiomético" de 1917.

Estos objetivos eran, en suma, los siguientes: (i) la construccién de sis-
temas axiomaticos para los diferentes 4dmbitos de la matemdtica, (ii) la
elaboracién de demostraciones de consistencia para los mismos y (iii) la
determinacién de la decidibilidad de los problemas matemadticos por
medio de procedimientos finitarios. El programa requerfa ademds no sélo
la formalizacién de la matemdtica, sino también, y de manera conjunta,
de formalizacién de la légica. Esta reconstruccién del razonamiento 14gi-
co habfa recibido un importante impulso a partir de la confrontacién con
el intuicionismo de L.E.J. Brouwer, para el cual algunos principios y pro-
cedimientos deductivos no resultaban admisibles. El programa estaba en
proceso de realizacién y se tenfa la esperanza de poder completarlo; toda-
via no habfa tenido lugar la reformulacién del programa que resultarfa
como consecuencia de los teoremas de incompletud de Gédel y de la cual
surgirfa la teorfa de la demostracién en su forma actual.

Bernays argumentaba en su trabajo que el programa de Hilbert, es decir,
la "teorfa hilbertiana de la demostracién", era la solucién adecuada a la
discusién en torno de los fundamentos de la matemdtica que habfa surgido
como consecuencia de las paradojas en teorfa de conjuntos. Para él la prue-
ba de consistencia para la l6gica, de un lado, y el cardcter finitario de los
métodos para realizar tal prueba, de otro lado, eran los dos principios con-
ductores (Leitprinzipien) que caracterizan a la teorfa de la demostracién
(Bernays 1930a, pp. 363 y s.). _

En una primera parte propedéutica del articulo, Bernays introducia el
método axiomético o "axiomdtica" en su "nuevo giro", esto es, como una
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axiomdtica formal, segtin la cual "para el desarrollo de una teorfa axiomi-
tica no importa el contenido cognoscitivo de sus axiomas" (Bernays 1930a,
pp- 328). Asi, Bernays describfa la axiomdtica de Hilbert como una mze-
tamatemdtica, es decir, como un método para construir a priori teorfas ma-
temdticas en términos de sistemas formales, es decir, para construirlas con-
siderando irrelevante el contenido de cada teorfa. En esto consiste la
"abstraccién formal" que se efectta respecto del contenido de la teorfa. Los
predicados de la teorfa axiomatizada eran considerados independiente-
mente de su significado preformal, haciendo referencia a un dominio cual-
quiera. De esta manera, los objetos de los que se ocupaba la teorfa de la
demostracién eran los simbolos formales, entendidos como meras marcas,

Ahora bien, Bernays distingufa dos momentos esenciales en las demos-
traciones: la aclaracién de conceptos, que llamaba momento de la refle-
x1dn, y otro momento que es de naturaleza matemética y que denominé el
momento de la combinacién (Bernays 1930a, p. 334). El primer momento
analiza o esclarece conceptos; el segundo permite, de manera combinato-
ria, el progreso hacia "algo nuevo". El primer momento estarfa ligado a la
formacién de los conceptos de la teorfa a formalizar y a la eleccién
formulacién de sus axiomas, asi como la explicitacién de las reglas 16gi-
cas a emplear. El segundo momento consiste en la deduccién de teoremas
a partir de los axiomas. Este "método axiomatico" que Bernays describe,
es el que habfa sido propuesto por Hilbert desde los Fundamentos de la
geometria en adelante, considerdndolo el método propio para la construc-
cién de teorfas en matemdtica y que desarrolla el patrén metodoldgico
tradicional de los Elementos de Euclides.

2. El "momento combinatorio” en las demostraciones

No obstante, una demostracién se caracteriza esencialmente de acuerdo
con el segundo momento, el momento "combinatorio", pues "la importan-
cia de una demostracién matemitica se establece después de que se han fi-
jado los enunciados de partida y las reglas de inferencia" (Bernays 1930a,
p- 334). Como dice mds adelante, el caricter légico de las reglas de infe-
rencia descansan en la "combinacién" y se muestra en la ejecucion real
(wirkliche Vorfiibrung) de la demostracién y no en el andlisis de significa-
dos. Es esta ejecucién lo que constituye una deduccién. El conocimiento
que se obtiene por medio de la ejecucién de la demostracién es puramente
formal, es decir, es relativo exclusivamente a los simbolos formales qua
objetos y deja de lado el contenido de las férmulas que contiene; resulta
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de la aplicacién de reglas que prescriben la transformacién de férmulas.
Esto es lo que se entiende como una "deduccién formal”.

Bernays ilustraba su afirmacién con el caso de una aplicacién de la regla
de modus ponens en una derivacién formal (Bernays 1930a, p. 335). Sean A
yA— B dos férmulas del lenguaje formal que no sean axiomas del siste-
ma en consideracién. Existe, entonces, una secuencia de inferencias S que
conduce a A y otra T que conduce a A — B, y el modus ponens permite de-
rivar la férmula B. Bernays afirmaba aqui como un "nuevo paso ¢n el cono-
cimiento" el hecho de establecer la coincidencia entre la férmula final de
la secuencia T y el condicional formado por la férmula final de la secuen-
cia S, es decir A, y la férmula a derivar B. Expresamente afirma que

la coincidencia que se puede constatar en el presente caso no se puede extraer direc-
tamente del contenido de las reglas formales de inferencia o de la estructura de las
férmulas de partida, sino que se extrae de la estructura que se obtiene por medio de
la aplicacién de las reglas de inferencia, es decir por medio de la ejecucién de la
demostracién (loc. cit.).

Esta aplicacién de reglas se hace sobre férmulas, es decir sobre marcas
entendidas como objetos concretos, sin significado. Lo que Bernays quiere
decir aqui es que las reglas légicas son reglas puramente combinatorias que
se aplican a esos objetos que son las expresiones formales. Un ejemplo adi-
cional aclarard mejor esta idea. La regla de conjuncién entre dos enuncia-
dos indica, dentro de una deduccién, la operacién de unir los dltimos ele-
mentos de dos deducciones. Sea una deduccién S que termina en un enun-
ciado A y otra deduccién T que termina en un enunciado B, la regla pres-
cribe la consideracién conjunta de ambos enunciados. Asi, lo que permite
introducir la afirmacién de una conjuncién respecto de las férmulas A y B
es que ambas han sido deducidas en la demostracién. Sobre la base de esta
perspectiva, cabe preguntarse cudles son las peculiaridades que debe conte-
ner una deduccién para poder introducir férmulas que incluyan los demads
simbolos lc’)g.icos, es decir, las restantes conectivas y los cuantificadores. El
resultado de este proceso es un sistema ldgico.

3. Conocimiento intuitivo

Ahora bien, esta "ejecucién real" de una demostracién (que es la deduccién)
presupone evidencia intuitiva, que es lo que le otorga validez. Dicho de
otro modo, la justificacién de estos procedimientos combinatorios estd en
la intuicién. En otro trabajo de la misma época, Bernays hace la siguiente
observacién:
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La légica como teorfa de los juicios y los razonamientos de ningin modo puede
desarrollarse sin un cierto recurso a un conocimiento intuitivo. Se trata aqui de la
representacién intuitiva de lo discreto, a partir de la cual obtenemos las represen-
taciones combinatorias mds primitivas, en particular la de la sucesién (Bernays

1930b, p. 108).

Bernays resume y explicita aqui una idea que ya habia sido claramente por
Hilbert, quien en un trabajo publicado en 1922 afirmaba:

Como condicién previa para la aplicacién de inferencias 1gicas y la realizacién
de operaciones ldgicas algo debe estar dado ya en la representacién: ciertos objetos
discretos que se dan intuitivamente como vivencia inmediata antes de todo pensa-
miento (Hilbert 1922, p. 162, véase también Hilbert 1926).

En otras palabras, ciertas estructuras de conocimiento son condicién necesa-
ria para la ¢jecucién de deducciones.?

Es sabido que el concepto de intuicién ha recibido en la historia muy
variadas interpretaciones. Como una capacidad de conocimiento la intui-
cién se aplica, en un primer sentido, a objetos: una intuicién de objetos con-
siste en una captacién directa de los mismos a la manera de la percepcién.
Esta captacién puede ser sensible o intelectual. En un segundo sentido, se
habla de enunciados cuya verdad se conoce por intuicién. Este es el caso de
verdades evidentes: la evidencia para la verdad de un enunciado es dada
mediante intuicién. La intuicién, asi pues, aparece como un método para
justificar la verdad de enunciados. De este modo, se puede aceptar:

(1) A es un enunciado intuitivamente evidente si, y sélo si, la verdad de
A estd justificada por intuicidn.

De donde se sigue:

(2) Si A es intuitivamente evidente, entonces la verdad de A estd justi-

ficada.

Obviamente, si la verdad del enunciado A estd justificada, entonces puede
afirmarse que A es verdadero. Por ello, la intuicién es considerada como
una capacidad de conocimiento que sirve para determinar la verdad de
enunciados.

Este segundo sentido referido a enunciados descansa en el primero: los
enunciados cuya verdad es justificada por intuicién hablan de objetos que
son captados intuitivamente. Estas intuiciones de lo discreto eran la condi-
cién necesaria la validez de las inferencias 16gicas. Como decia Hilberr,
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"si la inferencia légica tiene que ser segura, entonces estos objetos deben
poder ser abarcados completamente en todas sus partes” (loc. cit.).

Estos objetos captados intuitivamente eran, en el programa de Hilbert,
el nudcleo seguro e indudablemente cierto de la matemdtica, a saber, la
aritmética finitaria. Los objetos intuidos, la "base intuitiva pura” de esta
aritmética finitaria eran marcas, signos concretos, que podian ser, por
ejemplo, barras o los signos 1+1+1+1 desprovistos de su significado numé-
rico (véase Hilbert 1922, p. 163 y también Hilbert 1926). Es la, combina-
cién de estos signos concretos por medio de operaciones lo que constituye
la aritmética finitaria. Aunque sus limites no aparecfan nitidamente esta-
blecidos en el programa, esta aritmética finitaria incluifa sin duda los prin-
cipios relativos a la funcién de sucesor y el concepto de recursién primitiva
(una elucidacién de la naturaleza y métodos de esta aritmética finitaria
puede encontrarse en Lassalle Casanave 1998).3 Asi, las operaciones finita-
rias pueden ser vistas como una interpretacién del conocimiento matemd-
tico intuitivo, es decir vale la igualdad

(3) aritmética finitaria = aritmética intuitiva.

Sus leyes son enunciados evidentemente verdaderos, cuya verdad es cono-
cida de manera intuitiva.
Sobre esta base puede afirmarse:

(4) Si A es un enunciado verdadero de la aritmética finitaria, entonces
la verdad de A estd justificada por intuicién.

Esta es la tesis gnoseolégica central que parece subyacer al programa de
Hilbert (Charles Parsons la ha formulado explicitamente en su trabajo de
1998). Obviamente, vale la pena remarcar que todo procedimiento que ex-
ceda la matemidtica finitaria no serd intuitivo, es decir, no conducird a la
afirmacién de verdades evidentes e indubitables.

4. Deduccion e intuicion

En este punto debe aclararse qué significa que las deducciones realizadas
de acuerdo con el punto de vista finito sean intuitivas. Se pueden establecer
dos sentidos diferentes, segin se considere la intuicién como aplicada (i) a
la justificacién de la verdad de enunciados o (ii) a la justificacién de la
correccién de procesos de deduccién. En el primer caso, la deduccién pro-
porciona una justificacién intuitiva de enunciados verdaderos, es decir, el
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enunciado final de la deduccién también estd justificado por intuicién. En
el segundo caso el proceso de aplicacién de reglas que constituye la deduc-
cién queda justiﬁcado de manera intuitiva. El primer sentido es razonable
tinicamente si se piensa que las deducciones preservan el cardcter intuitivo
de enunciados. Si las premisas de una deduccién son conocidas intuitiva-
mente, entonces la conclusién también lo es. Este sentido es cuestionable en
la medida en que la deduccidén no es una manera inmediata de reconocer la
verdad de un enunciado.

El segundo sentido, presente en el texto de Hilbert citado arriba, se en-
cuentra ya en la discusién cldsica que Descartes hace de este problema en la
Regla I1I de sus Reglas para la direccidn del espiritu. Descartes distingue en-
tre intuicidén y deduccién diciendo que en esta tltima hay un "movimiento"
o "sucesién" del pensamiento. Pero este movimiento "intuye cada cosa en
particular" (Reglas AT, X, 369) y el encadenamiento de cada uno de los
pasos de esta sucesién lleva a la certeza del punto final. Cada elemento que
es captado en ese movimiento resulta intuido. Esto conduce al segundo sen-
tido, que es el que realmente interesa. El hecho de que cada paso de la de-
duccién sea correcto es conocido por intuicién y el cardcter intuitivo de
todo el proceso -afirmado en el texto de Hilbert- sélo puede afirmase en
un sentido secundario o derivado. En suma, no es el resultado dltimo de la
deduccién aquello que es conocido por intuicién, sino que cada paso se jus-
tifica por intuicién. Este concepto de intuicién es empleado para determi-
nar lo que se entiende por validez o correccién de cada paso de una deduc-
cién: la validez tanto de las reglas elementales como la de su aplicacién se
justifican por intuicién.4

La caracterizacién del proceso de deduccién tal como aparece en Des-
cartes estd tefiida de referencias psicolégicas, como, por ejemplo, la de-
pendencia de la memoria de los sujetos concretos de conocimiento. Por el
contrario, en el punto de vista finito, la interpretacién de la intuicién deja
de lado estos aspectos: una deduccién es intuitiva porque la estructura ma-
temdtica que subyace a ella es finitaria. Es decir, los procedimientos com-
binatorios mediante los cuales se construye la deduccién son finitarios. Al
postular que todos los procedimientos combinatorios que constituye una
demostracién formal pertenecen a la aritmética finitaria, el cardcter cierto
del proceso de demostracién queda asegurado. Si los procesos inferencia-
les que resultan de estas reglas tienen una base finitaria, entonces puede ase-
gurarse la clausura deductiva de la teorfa, es decir, un "control" deductivo
sobre la misma. Pero ademds, estos procedimientos finitarios se corres-
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pondfan con el conocimiento matemdtico intuitivo mds elemental que to-
do sujeto de conocimiento posee.

5. La deduccidn finitaria

De todo lo expuesto se sigue que el "momento combinatorio” del método
axiomidtico inclufa deducciones légicas, que eran entonces un elemento
esencial del "pensar finito" subyacente a la teorfa de la demostracién. La
validez de las mismas quedaba justificada por el cardcter intuitivo de ca-
da uno de los pasos que las componian. Sin embargo, la deduccién l6gica
también era considerada gua objeto de formalizacién axiomdtica como
base de la matemdtica en su totalidad y es objeto también de una prueba
de consistencia. Tal como Hilbert mismo afirmaba, los procedimientos
deductivos que se empleaban en la matemdtica debian ser objeto de for-
malizacién, dando lugar a sistemas formales.

De este modo, hay dos planos en los que Hilbert tematizaba la légica:
de un lado, el plano metamatemético de la légica de los procedimientos
finitarios, que es la que debfa usarse en la teorfa de la demostracién vy, de
otro lado, la 16gica que subyace a la matemdtica cldsica, a ser fundamen-
tada y formalizada. En los articulos de Hilbert, no es siempre fdcil dis-
tinguir ambos planos. La situacién se puede resumir con las siguientes pa-
labras. Dentro de su programa, Hilbert querfa reconstruir formalmente la
18gica cldsica con el fin de probar su consistencia y otorgarle un fundamen-
to seguro. Esta reconstruccién formal debia llevarse a cabo empleando uma
"légica del pensamiento finito", con caracteristicas propias. Esta era la 16-
gica "concreta” basada en un conocimiento intuitivo.

Ahora bien, ;cudles debfan ser sus principios bdsicos? Resulta natural
pensar que la "l6gica del pensamiento finito" debfa encontrar problemdti-
cos ciertos principios de la légica cldsica, de un modo comparable a como
el intuicionismo objetaba la validez universal del principio de tercero ex-
cluido o el de doble negacién. En un trabajo de 1927, Bernays, al exponer
los principios légicos de acuerdo con el programa de Hilbert, reconocia
las siguientes reglas de inferencia como validas para usar en demostracio-
nes: (1) el dictum de omni et nullo (es decir, el paso de una cuantificacién
universal a cualquiera de sus instancias), (2) e/ modus ponens, (3) la ley de
no contradiccién y la ley del tercero excluido y (4) el razonamiento por
casos.

De acuerdo con la linea de argumentacién que he seguido hasta ahora,
estas reglas deberfan aceptarse como intuitivas. El hecho de aceptar el
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principio de tercero excluido significa que la negacién finitaria, es decir,
aplicada a afirmaciones respecto de conjuntos finitos, no es problemitica,
siendo una operacién definida para todos los casos. Su aplicacién, enton-
ces, deberfa estar justificada por intuicién. La negacién es caracterizada a
- partir de la contradiccién. Una negacién -A informa que se ha llegado a
una contradiccién en una deduccién. Una contradiccién serfa un enunciado
que afirma algo que no se sigue de los axiomas y reglas supuestos, por
ejemplo, que una serie de tres barras es igual a una secuencia de cuatro ba-
rras. La negacién de este tipo de enunciados no parece problemitica.

En una conferencia pronunciada con anterioridad al trabajo de Bernays
recién mencionado, Hilbert encontraba en los cuantificadores las expresio-
nes que podian referirse a totalidades infinitas y que escapan, por lo tanto,
al dominio de lo justificable intuitivamente.

;Dénde ocurre por primera vez el salto mds alld de lo intuitivo concreto y finito?
Evidentemente en la aplicacién de los conceptos 'todos' y 'hay' (Hilbert 1923, p.
30).

La referencia a un dominio arbitrario no era posible desde el punto de vis-
ta finito. No obstante, los cuantificadores debfan ser capaces de referirse a
dominios infinitos, a "lo transfinito". El problema respecto de la deduc-
cién era el de asegurar su cardcter finitario sin necesidad de restringir el
dominio de cuantificacién. Hilbert parece haber recibido la motivacién
para asignarle este papel tan decisivo a los cuantificadores de la variante
de intuicionismo que defendfa Hermann Weyl en ese momento. En efecto,
poco antes de que Hilbert ofreciera esta conferencia, Weyl habia funda-
mentado su rechazo del principio de tercero excluido a través de un anili-
sis del significado de enunciados universales y existenciales (véase Weyl
1921).5

En el caso de los procedimientos de deducciones puramente légicos, se
pudo demostrar que los procedimientos involucrados son finitarios. Este es
el resultado que el matemdtico francés Jacques Herbrand presenté en su te-
sis doctoral de 1930, conocido como "teorema de Herbrand" y al que Ber-
nays caracterizé como el "teorema central" de la 1égica debido a que ase-
gura el cardcter efectivo de las deducciones légicas. El teorema afirma que
el problema de demostrar las leyes l6gicas que mcluyen cuantificadores se
puede reducir a los métodos de demostracién necesarios para demostrar
leyes relativas exclusivamente a conectivas, los cuales son finitarios (véase
Herbrand 1930). Asi, se establecia que la deduccién légica no requerfa
mds que el "pensar finito"; los procedimientos de deduccién elementales
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eran finitarios. Siguiendo la perspectiva que he presentado hasta ahora, el
proceso de deduccidn tiene una base intuitiva que justifica su validez. Sin
embargo, esto no implica que todos los principios de los que parte la de-
duccién sean justificables por intuicién.

El teorema de Herbrand presupone, de algiin modo, un tratamiento fini-
tario de los cuantificadores. No voy a considerar aquf los procedimientos
técnicos que Herbrand desarrollé. Sin embargo, voy a intentar presentar
una idea afin (que es muy familiar para aquellos que conozcan la deduccién
natural de Gentzen). Piénsese en el caso del cuantificador universal. cQué
condiciones presenta una deduccidén para que se pueda afirmar una formula
que lo contenga como simbolo légico principal? En la deduccién tiene que
haber aparecido una variable libre que no aparezca en las premisas de la
deduccién. Esto quiere decir que lo que se haya afirmado en los sucesivos
pasos de la deduccién acerca de esta variable no se afirma de ninguno los
términos que aparezcan en las premisas. Esta independencia de la variable
libre de lo que se afirme en las premisas es lo que permite afirmar su uni-
versalidad: lo que se afirma de ¢l se afirma de "cualquiera” del dominio
en consideracién. Esta idea puede parecer extrafia al no emplear ideas mds
habituales como las de interpretacién o satisfacibilidad. No obstante, es
la idea bien conocida de asignar como referencia de esa variable libre a n
"objeto arbitrario” del dominio.

Una idea semejante era la que Hilbert habia ensayado ya desde 1923.
mediante la introduccién de una funcién de seleccién la cual, aplicada a
predicados, elige un elemento arbitrario del dominio. A partir de esta
funcién se definfa el cuantificador universal. Esta es la funcién épsilon,
€A, descripta en el trabajo "Sobre el infinito"” y que llama "funcién transfi-
nita". Respecto de esta funcién, Hilbert presenta un "axioma de eleccién”,
Alx] = A(eA) y el cuantificador universal se define a partir de la equiva-
lencia A(eA) < VxA[x]. Los términos que resultan de aplicar esta funcién
(los "términos €") se aplican sélo un nimero finito de veces en una deduc-
cién, dado que toda demostracién es finita, de modo que podian ser inter-
pretados finitariamente (véase Hilbert 1926).

6. Deduccidn intuicionista y deduccidn finitaria

Una mejor comprensién de las ideas acerca de la deduccién metamatema-
tica se obtiene al compararlas con la fundamentacién de la 16gica en el in-
tuicionismo. Es sabido que el programa de Hilbert y el intuicionismo de
Brouwer fueron escuelas rivales, si bien ambos compartfan un punto de vista
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compartido en cuanto a la independencia de la matemdtica respecto de la
légica. Es comtn a ambas posiciones el hecho de afirmar que la matemati-
ca es previa a la légica: la légica surge como consecuencia del razonamien-
to matemdtico y, por lo tanto, es dependiente de este. Asi, en su conferen-
cia inaugural de 1913, Brouwer distingufa claramente entre el "formalis-
mo" (en el cual ¢l inclufa no sélo las ideas de Hilbert, sino también las de
Peano) y su propio intuicionismo, pero al mismo tiempo destacaba wn
"acuerdo" respecto de considerar la exacta validez de las leyes de la ma-
temdtica como "leyes de la naturaleza” (véase Brouwer 1913, p. 78).
También es cierto que tanto Hilbert como Brouwer hacen descansar sus
respectivas propuestas de fundamentacién de la matemidtica en un conoci-
miento intuitivo. Para ambos existe un pensamiento intuitivo bésico del
cual surge la matemdtica en su totalidad. En el caso de Brouwer vale la

identidad:

(5) aritmética constructiva = aritmética intuitiva.

De todos modos, las diferencias se encuentran en (i) cémo se entiende
ese conocimiento intuitivo y (i) en el enfoque metodolégico para llevar a
cabo la reconstruccién de la matemadtica. En lo que hace al conocimiento
intuitivo, Brouwer, en su tesis doctoral de 1907, basaba la aritmética en
una intuicién temporal:

El fenémeno primordial aqui no es mds que la intuicion del tiempo, en la cual es
posible la repeticién de 'cosa en el tiempo y de nuevo una cosa’, y sobre cuya base
momentos de vida pueden descomponerse en secuencias de cosas cualitativamente

diferentes (Brouwer 1907, p. 81).
Esta intuicién es a priors, independiente de la experiencia:

La matemdtica es una creacién libre del espiritu, independiente de la experiencia;
se desarrolla a partir de una tnica intuicién a priori (Brouwer 1907, p. 179).

Son notorias las diferencias en el tono y en el espiritu entre la posicién fi-
loséfica de Brouwer y la de Hilbert, las que también se manifiestan en el
plano metodoldgico. Brouwer le otorga un cardcter secundario al simbo-
lismo y al lenguaje en la fundamentacién del conocimiento matemdtico.
El lenguaje matemdtico es sélo "un medio de comunicacién y un auxilio
para la memoria" (Brouwer 1907, p. 169).

Por lo demds, es sabido que una diferencia esencial entre ambos -que
afecta especialmente a las respectivas concepciones de la deduccién- estd
en la nocién de infinito. Mientras que Brouwer acepta un camino conceptual
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para concebir el infinito a partir de una regla de generacién, Hilbert parte
de la imposibilidad de obtener una representacién sensible, siendo posible
como una "idea de la razén" (en un sentido reminiscente al de Kant). Es es-
to lo que conduce a diferentes concepciones de los principios l6gicos que
rigen las demostraciones. Mientras que Brouwer, al admitir la concebibli-
dad del infinito, debe restringir la validez de principios como el del ter-
cero excluido, Hilbert, en el contexto del pensamiento finito, acepta la va-
lidez de los principios cldsicos. El enfoque es gnoseolégico y no ontolégi-
co, pues consiste, en realidad, en admitir o no la posibilidad de un cono-
cimiento del infinito matemdtico y en cémo puede ser fundamentado este
conocimiento.

Ahora bien, Brouwer no se ocupé en forma explicita de caracterizar la
deduccién. Esto puede explicarse ficilmente a partir de su rechazo a con-
siderar la l8gica de manera separada de la matemdtica. Sin embargo, las
ideas de Brouwer conducen a concebir las demostraciones como un tipo de
construcciones no lingiifsticas que un sujeto realiza sobre la base de intuicio-
nes matemdticas independizables de un material sensible. Por lo tanto, son
pensadas de manera independiente de su expresién concretas mediante los
signos de un lenguaje. Hilbert, por el contrario, piensa en las demostracio-
nes entendidas como secuencias de marcas o signos, que son, en definitiva,
objetos fisicos que son captados por la percepcién sensible. ’

Sobre la base de las ideas de Brouwer, Kolmogorov y Heyting temati-
zaron la deduccién intuicionista. Kolmogorov publicé en 1932 un articulo
en el que interpretaba las constantes l6gicas mediante el concepto de "ta-
rea" o "problema" (Aufgabe en alemin). Este concepto era entendido en el
sentido de, por ejemplo, los problemas constructivos de la geometria, que
exigen la construccién de figuras geométricas, siendo el mismo procedi-
miento de construccién el que da los elementos para solucionar el proble-
ma. Asi, lo que se obtenfa era una interpretacién de la légica como un cil-
culo de problemas, en el que las reglas légicas vélidas son esquemas de re-
solucién de problemas (véase Kolmogorov 1932, p. 38). Por ejemplo, la
caracterizacién de la conjuncién se establece diciendo que si Ay B son dos
problemas, entonces la conjuncién A&B designa la tarea de resolver ambos
problemas tanto A como B. Una negacién -A sc interpreta como el pro-
blema de obtener una contradiccién a partir del supuesto de que hay una so-
lucién para A.

Heyting retomé la interpretacién de Kolmogorov y formulé la suya
propia en términos de condiciones para demostrar proposiciones con cons-
tantes légicas, entendiendo las demostraciones como un tipo de construc-
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ciones. Siguiendo el mismo ejemplo recién dado, una demostracién de la
conjuncién A&B es cualquier demostracién tanto de A como de B, y um
demostracién de una negacién —A es una construccién que lleva a una con-
tradiccién a partir de suponer A (véase Heyting 1934). La idea es que estas
condiciones de demostracién ofrecfan una justificacién del sistema axio-
midtico para la légica intuicionista propuesto por Heyting en 1930. Ambas
interpretaciones sentaron las bases de todos los intentos posteriores de ca-
racterizar la consecuencia légica constructiva, conectando de manera esen-
cial, y decisiva para todo andlisis futuro, el concepto de consecuencia 16gi-
ca con el de demostracién constructiva.

La elucidacién de Kolmogorov y Heyting tiene un cardcter semdntico.
Las expresiones del lenguaje formal son sélo una codificacién para hablar
de ciertos objetos, los problemas en Kolmogorov o las construcciones en
Heyting. Esto se torna més evidente en la contribucién que Heyting hizo al
simposio sobre metodologfa de las ciencias formales realizado en Kénigs-
berg en 1930 (Heyting 1931). Heyting afirmaba alli que un enunciado
(Aussage) matemitico tiene por significado una expectativa (Erwartung),
que puede considerarse propiamente una intencién, en el sentido que
Husserl le da al término en las Investigaciones légicas. La intencién no se di-
rige a un hecho independiente del sujeto, sino a una vivencia (Erlebnis) del
sujeto. En este caso las vivencias son construcciones que hace el sujeto de co-
nocimiento. La afirmacién de un enunciado (que es lo que Heyting llama
juicio o proposicién, Satz) es el completamiento (Erfiillung) de la inten-
cién. Este completamiento consiste en ver que la construccién constituye
una demostracién del enunciado. Posteriormente, en su libro de 1934
Heyting resumié este proceso del siguiente modo: ‘

(...) todo enunciado representa (...) la intencién de una construccién matematica, que
debe satisfacer determinadas condiciones. Una demostracién de un enunciado con-
siste en la realizacién de la construccién exigida en ella (Heyting 1934, p. 14).6

En este contexto, se hace la distincién entre construcciones posibles y
construcciones realizadas. Estas Gltimas son las auténticas demostraciones,
que son vistas a la vez, y manera indistinguible, como el proceso de de-
mostrar y el resultado de ese proceso. Las demostraciones son entidades
gnoseoldgicas, mientras que las construcciones son entidades semdnticas.

Este marco conceptual le permitié a Heyting caracterizar las constantes
légicas (véase Heyting 1931, p.113). Por ejemplo, la negacién de un enun-
ciado significa que la intencién que este expresa lleva a contradiccién. En
el caso de la conjuncién de dos enunciados, toda intencién la completa, si
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completa cada una de las intenciones que los enunciados expresan. Asi, las
afirmaciones de Heyting esbozaban una semdntica basada en considerar las
demostraciones constructivas como objetos formales. La fundamentacién
de los principios l8gicos era gnoseolégica en el sentido de que se basa en
construcciones del sujeto.

Mis alld del hecho de que tanto el intuicionismo como el programa de
Hilbert fundaban la deduccién en un conocimiento intuitivo, las concep-
ciones acerca de la deduccidén y las constantes légicas que auspicia cada una
de estas escuelas son bien diferentes. Esto se sigue de las observaciones pre-
cedentes. El modo de entender la deduccién metamatemdtica conduce a
que los simbolos 18gicos representen operaciones que se realizan sobre los
signos mismos ("sobre el papel", siguiendo la expresién de Brouwer -véase
Brouwer 1913, p. 78), sin que haya referencia a otras entidades. Obviamen-
te la caracterizacién de los simbolos l6gicos no es, entonces, semdntica.
Sin embargo, tampoco es correcto ver aqui un sintactismo, en el sentido
usual del término que se remonta a la sintdxis légica de Carnap, pues no
hay un elemento convencional o arbitrario en la caracterizacién de los sim-
bolos légicos ni se da una definicién sintdctica de verdad légica ni se
identifica la l8gica con la sintaxis de un lenguaje formal. Mds bien, la idea
era dar condiciones intuitivas minimas para la manipulacién combinatoria
de signos. Asi, la base de la deduccién légica estd en los principios com-
binatorios intuitivos. Son estos los que le otorgan validez.

En suma, el programa de Hilbert produjo de manera explicita una de-
terminada concepcién de lo que es una demostracién, la cual estd basada
fundamentalmente en el procedimiento de "abstraccién formal": trabajar
con marcas sin un significado asignado. No obstante los procedimientos
que generan estas demostraciones son procedimientos que estdn justificados
por la capacidad de intuicién que posee el sujeto cognoscente. Resulta en-
tonces que Hilbert llevé a cabo la justificacién filoséfica de su programa
metodoldgico con el apoyo de la teorfa moderna del conocimiento.”

Se puede concebir una perspectiva menos comprometida con el cono-
cimiento humano y pensar en términos de operaciones, construcciones y ac-
ciones que realiza cualquier agente inteligente. Se abre aqui un campo gene-
ral de estudio de todas las operaciones para la obtencién y manipulacién
de informacién que involucra la realizacién de demostraciones. Es este in
dmbito de investigacién que tiene a las demostraciones formales como ob-
jeto. En particular, la légica se entiende como la teoria de las deducciones
formales.
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Notas

1 Este trabajo refleja parte de un proyecto de investigacién llevado a cabo por el autor en
el Instituto de Filosoffa de la Universidad de Erlangen-Niirnberg (Alemania) en
1999, gracias a una beca de la Fundacién Alexander von Humboldt, y también su labor
como investigador en el Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas y Técnicas
de Argentina. Versiones previas de partes de este trabajo fueron leidas en el 117 Coldguio
Conesul. Filosofia das Ciéncias Formais. Calcular, construir, demonstrar, Santa Marfa,
Brasil, 19-22 de septiembre de 1999 y en el 1] Encuentro de Filosofia e Historia de las
Ciencias del Conosur, Quilmes, Argentina, 3-5 de mayo de 2000. Quiero agradecer las
comentarios criticos de Abel Lassalle Casanave y José Scoane y las sugerencias del drbi-
tro de Theoria.

1 La inclusién de textos de Bernays se debe a la peculiar situacién en que este se encontraba
respecto del programa de Hilbert. Bernays fue el colaborador mds importante de
Hilbert en Gottingen, de lo cual da cuenta la obra escrita conjuntamente y publicada
en 1934, los Fundamentos de la matemdtica, y en la que se compendian todos los esfuer-
zos del programa de reconstruccién de la matemdtica. Pero, ademds, Bernays fue el co-
laborados de Hilbert que contaba con mayor formacién y espiritu filoséficos.

2 Estas afirmaciones estaban dirigidas también a refutar la tesis logicista respecto de los
fundamentos de la matemadtica.

3 Tait en su articulo "Finitismo" ha identificado la aritmética finitaria con la aritméti-
ca recursiva primitiva.

4 Charles Parsons parece interpretar a Descartes de manera contraria: la correccién de las
deducciones, en su totalidad, puede captarse intuitivamente (véase Parsons 1988, p.
255). Sin embargo, una tal interpretacién no tiene suficiente apoyo textual.

5 Agradezco al drbitro anénimo de Theoria el hecho de llamarme la atencién sobre este
punto.

6 Siguiendo a Husser! en las Investigaciones légicas (especialmente la sexta), puede decirse
que el objeto al cual se refiere la intencién expresada por un enunciado es el signifi-
cado de ese enunciado. De este modo, las construcciones mentales de las que habla
Heyting son los significados de los enunciados y el conocimiento del significado estd
dado por la intencién. Al comienzo de la sexta Investigacién Légica, Husserl afirma
que el completamiento de una intencién hace que esta se haga evidente (v. Husserl, LU
VI, p. 5). De este modo, el acto de completar una intencién (bedeutungserfiillender Akr)
es para Husserl un acto gnoscoldgico que se distingue claramente del acto que otorga
significado (bedeutungsverleihender Akt, véase Husserl LU 1, pardgrafo 9, p. 38); no es
esencial para el significado: enunciados que expresan una intencién no completable, es
decir, enunciados indecidibles, pueden tener significado. Tienen significado en el
sentido de que se les puede adscribir una construccién posible, o sea, se pueden explici-
tar las condiciones que lo harfan verdadero.

7 Creo que el hecho de que en el programa de Hilbert la deduccién metamatemdtica
cumpla una funcién metodolégica no resta interés al andlisis realizado en este traba-
jo. .
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