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RESUMEN: El punto de partida de este articulo es la consideracidn de las paradojas his-
téricas de la teorfa de conjuntos: la de Russell, aplicada al conjunto W, la de Cantor,
para el conjunto U y la de Burali-Forti, del conjunto €. Un analisis sistemdtico, diri-
gido a simplificar y depurar estas paradojas, revelard: primero, al menos ocho expre-
siones contradictorias, en lugar de tres; segundo, un cuarto conjunto contradictorio,
sugerido por una extension de la paradoja (%C Burali-Forti; y, tercero, la circunstancia
de que casi todas esas contradicciones son aplicables a méds de uno de los conjuntos pa-
radéjicos.

Descriptores: teorfa de conjuntos, paradojas de la teorfa de conjuntos.

ABSTRACT: The starting point of this work is the existence of historical paradoxes in the set
theory. These are: Russell’s paradox, applied to the set W, Cantor’s, for the set U, and
Burali-Forti's, of the set 2. A systematic analysis aimed at the simplification and the re-
fining of such paradoxes showed that: (i) there exist at least eight contradictory expressions
instead of three; (ii) another contradictory set is suggested by an extension of Burali-Forti's
paradex; (ii1) almost all of the contradictions apply to more than one paradoxical set.
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1. Introduccion

Las paradojas histéricas de la teorfa de conjuntos son tres contradicciones,
detectadas antes de la modificacién axiomdtica de la teorfa realizada por
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Zermelo y ligadas cada una de ellas a un conjunto especial. La mds simple
es la paradoja de Russell: WeWaWgW, siendo W=ydfx:xz x}. Mds com-
pleja es la paradoja de Cantor: card(U)<card(P(U)) acard(U)¢card (P(U)),
donde U= {x:x=x}. Mucho mds intrincada es la demostracién de la pa-
radoja de Burali-Forti: Q<Q+1AQ<Q+1, siendo Q=y4fx:x es ordinal}.
Estas tres expresiones contradictorias son demostrables en la teorfa canto-
riana o intuitiva de conjuntos, la cual puede considerarse axiomatizable
sobre dos postulados simples: el axioma de formacién de conjuntos, me-
diante descripciones precisas A(x), y el axioma de igualdad de conjuntos:

ATF) Para toda A(x) FyVx(xeyo A(x))
ATl) vxVy(Vz(ze x& zey)—x=Yy)

En virtud de las descripciones A(x): "x¢x", "x=x"y "x es ordinal”, estos
dos postulados permiten afirmar la existencia y la unicidad y, por tanto,
permiten definir los conjuntos: W, Uy Q. En el presente articulo se realiza
un andlisis sistemdtico de las demostraciones de las tres paradojas histéri-
cas, enfocada a la busqueda de posibles simplificaciones de éstas.

Como resumen de las conclusiones obtenidas, en el apartado 2 se indica
algo ya sabido: la paradoja de Russell no admite simplificacién. En el
apartado 3 se presenta, junto a la demostracién usual de la paradoja de
Cantor (que se basa en el lema: P(U)cU y que requiere entre sus premisas
al teorema de Bernstein) una demostracién mds inmediata de esta misma
paradoja basada en el lema: P(U)=U e independiente del teorema de
Bernstein. A continuacién se prueban, con demostraciones cada vez mds
simples, las paradojas: card(U)<card(U)acard(U)4card(U), U=UaU+U y
U#U. Este dltimo enunciado equivale a: UsUAU#U, el cual (por la defi-
nicién de U) equivale a su vez a1 UeUaUgU. En el apartado 4, tras la
compleja demostracién de la paradoja de Burali-Forti, se indica cdmo es
demostrable con menos supuestos la paradoja: @ <QAQ<L Q. Por otro
lado, puesto que menor entre ordinales es la pertenencia entre ordinales y
Q+1 es el sucesor de Q, las expresiones: QeQ'AQz Q' y Qe QAQg Q son, en
consecuencia, versiones de esas paradojas expresadas en términos mds basi-
cos. Tanto la paradoja de Burali-Forti para @, como su simplificacién en
la que no se menciona al sucesor, son muy complejas. Las dos requieren el
lema: © es ordinal, cuya prueba es tortuosa. No obstante, en el apartado 5
se desarrolla un andlogo de la paradoja de Burali-Forti para un nuevo con-
junto sugerido por Q. Mientras que el conjunto de los ordinales, Q, es el
conjunto de todos los conjuntos que son transitivos, y que estdn bien orde-
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nados respecto a la relacién de pertenencia, ese nuevo conjunto, I, es el con-
junto de todos los conjuntos irreflexivos respecto a la relacién de pertenen-
cia: I=yx:x es eirreflexivo}. De este conjunto se demuestra facilmente la
paradoja: lelnlgl. El lema clave para ello: T es cirreflexivo, es casi in-
mediato y las restantes premisas requeridas tienen también ficil demos-
tracién. El apartado 6 esté sugerido por los desarrollos anteriores, pues en
cllos se han revelado algunas interconexiones entre los macroconjuntos y las
paradojas. Asf, por cjemple, aunque por vias argumentales diferentes a la
paradoja de Russell, resulta que también U, Q eI satisfacen la expresién:
xexnxex, la cual tradicionalmente se asigna sélo a W. Un segundo ejem-
plo es la circunstancia de que en la demostracién de: U#U (una de las sim-
plificaciones de la paradoja de Cantor), aparece el conjunto W de Russell.
Dicha demostracién es por reduccién al absurdo. En ella, al suponer que U
es biyectable consigo mismo mediante la funcién identidad, se obtiene la
contradiccién conocida como paradoja de Russell del conjunto W. Como
un tercer c¢jemplo, el conjunto I, del cual se demuestra el andlogo de una
de las paradojas de Burali-Forti, no es otro que el conjunto P(W). Estas in-
terconexiones invitan a investigar cudles de los cuatro conjuntos paraddji-
cos satisfacen cada una de las paradojas usualmente asignadas a uno de
cllos. En el apartado 6 se concluye (a) ademds de U, también W e I, pero
no Q, satisfacen la paradoja de Cantor: card(x)<card (P(x)) Acard(x)<
¢ card(P(x)) y sus simplificaciones: card(x)<card(x) Acard(x)4 card(x) y
x=xnx#x. (La clave de ello reside en que "P(x)cx” es demostrable para W
y para I, pero no lo es para Q). Por otro lado, (b) la paradoja de Burali-
Forti: x< x+1Ax< x+1 y su simplificacién: x< xAx< x, son sélo demos-
trables para Q. (Ello es asf porque "x es ordinal" es cierto de @, pero no lo
es de U, ni de W, ni de I). Por dltimo, (c) las paradojas: xe x'Axgx', x#x y
xexaxgx, son demostrables de los cuatro conjuntos, aunque por vias argu-
mentales diferentes. En el breve y dltimo apartado 7, la "paradoja de la
variable y", descubierta como posible paradoja del axioma de especifica-
cién zermeliano si éste no se formula unido a cierta restriccién, se presenta
también en la variante que surge si se aplica al axioma de formacién de
Cantor.

Es importante matizar el sentido preciso en que se habla de contradic-
ciones (en plural) en una teorfa deductiva que utiliza la légica cldsica. Se-
gin una de las leyes de esta légica, una sola contradiccién tienc a cualquier
enunciado como consecuencia l6gica. En virtud de ello, una vez demostra-
da en la teorfa cantoriana la paradoja de Russell, de ésta se siguen con toda
inmediatez la paradoja de Cantor y la de Burali-Forti. M4s atin, de la pa-
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radoja de Russell se deduce también "eeonogz ", pues se deduce cualquier
enunciado expresable con los conceptos de la teorfa. Sin embargo, se con-
sideran paradojas de la teorfa de conjuntos a las popularizadas con los
nombres de Russell, de Cantor y de Burali-Forti, se juzgan interesantes sus
respectivas demostraciones usuales y, por otro lado, no se considera para-
doja de tal teoria al anterior enunciado sobre el conjunto vacio. El motivo
es simple, las tres paradojas histéricas tienen demostracién independiente.
En consecuencia, la deteccién de las tres nos informa de que una reformula-
cién de la teorfa que evitase solamente a dos de ellas, ain contendria la
otra. En contraste con las paradojas histéricas, el anterior enunciado sobre
el conjunto vacio sélo surge en la teorfa cantoriana si previamente sc ha
demostrado una contradiccién y se hace uso de la ley légica que de um
contradiccién permite deducir cualquier enunciado. En otras palabras, ese
enunciado no es evaluado como paradoja conjuntista porque en la teorfa
cantoriana no tiene demostracién que no haga uso de la ley de la contradic-
cion.

Estas consideraciones, que fundamentan el juicio sobre la relevancia de
las tres paradojas histéricas de la teorfa de Cantor, son las mismas que
permiten dar sentido a la deteccidén de nuevas paradojas que consisten en
simplificaciones de las histéricas. En particular, considerando un ejemplo,
la histérica paradoja de Cantor: card(U)<card(P(U))acard(U)¢card(P(U))
se demuestra usualmente con dos lemas generales: 1) el teorema de Cantor
y 2) el cardinal de un conjunto no es menor que el de cualquiera de sus sub-
conjuntos (cuya demostracién requiere el teorema de Bernstein), y un lema
especifico: 3) P(U)cU. En contraste con ella, la segunda de las simplifica-
ciones de esta paradoja que presento en este articulo: U=sUAU=2U, es de-
mostrada con un lema general: 1') todo conjunto es biyectable consigo
mismo, y un lema especifico: 2') U4 U. El lema 1' tiene demostracién in-
mediata y es parte insignificante de lo requerido en la demostracién del
lema 2. Y el lema especifico 2' es también mds débil que el especifico 3
de la paradoja de Cantor histérica, como muestra el teorema B)
vx(P(x)cx—x#x), que sc demuestra en el apartado 3 de este articulo. Esta
nueva paradoja es, pues, una simplificacién de la histérica: se demuestra
con mds sencillez y apunta con mds agudeza a las claves del cardcter con-
tradictorio de U. Lo mismo se puede decir de las restantes simplificacio-
nes de las paradojas histéricas que se desarrollan en este articulo.

En cuanto a las interconexiones entre paradojas y conjuntos que tradicio-
nalmente no se les asignan, constituyen un pequefio apartado al final del ar-
ticulo, motivado por el desco de completar en lo posible el analisis sis-
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temético de las paradojas histéricas. Al concluir en dicho apartado, por
ejemplo, que es demostrable: card(W)<card(P(W)) Acard(W) 4 card(P(W)),
no se estd detectando, desde luego, una paradoja de W mds inmediata que
la de Russell. Pero si se est4d indicando una manera independiente de obte-
ner contradiccién con ese mMismo conjunto, pues la via argumental que con-
duce a la paradoja de Cantor es independiente de la que conduce a la pa-
radoja de Russell.

El problema planteado por la deteccién de las paradojas histéricas de
la teorfa cantoriana de conjuntos fue resuelto por formulaciones axiomati-
cas de modificaciones de esta teoria en las cuales los conjuntos W, Uy Q
(y ahora podriamos afiadir I), o bien no pueden ser definidos (solucién de
Zermelo), o bien no son conjuntos, sino clases que no pertenecen a nada
(solucién de Von Neumann). Cualquiera de estas dos propuestas evita
también las paradojas simplificadas y cruzadas que se presentan en este ar-
ticulo. Sin embargo, no deja de tener interés el detectar que esos conjuntos
contradictorios conducen de modos m4as inmediatos y/o mds variados a
contradiccién. Piénsese que la coexistencia de diferentes soluciones al pro-
blema planteado por las paradojas indica que no hay, por el momento, "la"
solucién al problema. En este contexto, el refinamiento de la comprensién
de la naturaleza contradictoria de la teorfa cantoriana puede ayudar a suge-
rir una mejor solucién (aunque quizds sea éste un problema sin solucién de-
finitiva).

2. La paradoja de Russell

Es la més elemental y no admite simplificacién ni depuracién. Su conoci-
da demostracién es muy simple, se basa exclusivamente en la definicién

de W.
PR) WeWAWe W

Demostracién: Por AF y Al puede definirse: W=ydx:x¢ x}; en consecuen-
cia: Vx(xe Wesxgx); entonces (en el caso particular en que x es W):
WeWes WeW; lo cual equivale légicamente a: We WAWe W,

De PR se sigue la afirmacién existencial:
Ix(xeEXAXEX)

la cual de por si es una contradiccién y tiene interés por doble motivo. Por
un lado, porque también se deduce directamente de AF con la descripcién
A(x): "xgx", sin usar AI ni introducir W por definicién. Por otro lado,

THEORIA - Segunda Epom 39
Vol 17/1, 2002, 35-62




Julidn GARRIDO LAS PARADO]JAS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS

porque sugiere la posibilidad de que, aparte de W, haya m4s conjuntos con
esa propiedad. El argumento anterior que conduce a PR, desde luego, es
exclusivo de W:

Para todo x si def(x)=def(W) entonces x cumple PR

(Puede anticiparse, no obstante, que: U, Q e I, ejemplifican también la
tesis existencial, aunque cada uno lo hace por vias argumentales distintas, y
mucho mads indirectas que W).

3. La paradoja de Cantor y sus simplificaciones

La histérica paradoja de Cantor del conjunto U tiene una demostracién
tradicional, que serd recordada en primer lugar, como elemento de refe-
rencia. No obstante, a continuacién se presentard una demostracién ligera-
mente distinta. Y, después, se extracrdn simplificaciones y depuraciones de
la paradoja.

En lo que sigue, se asumen las definiciones siguientes:

VxVy card(x)=card(y) e 4 x=y

VxVy card(x)<card(y) & 4 Fz{zcyaz=x)ax+y

VxVy card(x)<card(y) « 4 card(x)<card(y)v card(x)=card(y) <
& (Fz(zeynz=x) Axty)vx=y < Jz(zcyAz=x)vx=y

La paradoja de Cantor expresa del conjunto de todos los iguales a sf
mismos, U, que tiene menos elementos que su potencia y no tiene menos
elementos que su potencia.

PC) card(U)<card(P(U))Acard(U)<card(P(U))

Demostracién usual- Se basa en tres lemas, dos de los cuales son teore-
mas generales de la teorfa, mientras que el tercero es un rasgo especial de-
mostrado para el conjunto U.

Lema 1) ¥x(card(x)<card(P(x))) (teorema de Cantor)
Lema 2) vxVy(xcy—card(y)4card(x))

cuya argumentacién es: (a) Si x=y entonces (como la identidad es, por mo-
tivos légicos, biyeccién): x=y; y entonces (por def. de menor cardinal, que
exige la no biyectabilidad): card(y)+card(x). (b) Si xcy entonces (por def.
de menor o igual cardinal): card(x) <card(y); y entonces: (b1) Si card(x)=
=card(y), entonces (por def. de igual cardinal): x=y; y entonces (por def.
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de menor cardinal): card(y)4 card(x). (b2) Si card(x)<card(y) entonces
(por el teorema de Bernstein VxVy card(x)<card(y)—card(y) ¢ card(x))):
card(y)4card(x). En todos los casos: (a), (b1) y (b2), se sigue el consecuente
del lema 2.

(El despliegue argumental pone en evidencia que, junto a definiciones y
una tesis trivial: los conjuntos idénticos son biyectables, aparece también
como premisa un teorema complejo: la asimetria de la menor cardinali-
dad o teorema de Bernstein).

Lema 3) P(U)cU

cuya prueba es la siguiente: por las definiciones de U, de potencia de
conjunto y de subconjunto, el lema 3 puede reformularse sucesivamente asf:

vx(xe P(U)x—xe U) = Vx(xgcU—xe U) = Vx(Vy(yex—>ye U)-xeU) =
= Vx(Vy(ye x—y=y)—ox=x)

y esto es un caso particular del esquema: Vx(A;(x)—x=x), el cual es l6gi-
camente verdadero.

De los lemas 1, 2 y 3 se sigue PC.

Esta demostracién de la paradoja de Cantor ensefia que (en virtud bdsi-
camente de los teoremas de Cantor y de Bernstein) el conjunto U, defini-
do con la condicién "x=x", al tener la peculiar propiedad de que su poten-
cia es subconjunto suyo, tiene el rasgo contradictorio denominado PC. La
clave de la paradoja es el lema 3. Y éste es verdadero del conjunto U por
motivos ldgicos.

De PC se sigue la afirmacién existencial:

Ix(card(x)<card(P(x))Acard(x)4 card(P(x)))

la cual de por si es contradictoria y tiene el interés de sugerir que otros
conjuntos, aparte de U, puedan tener ese rasgo catastréfico. Por el momen-
to, de la demostracién desarrollada se desprende que todo conjunto que
(por los motivos que fuese) cumpliera: P(x)cx, también satisfarfa la para-
doja de Cantor:

Para todo x si P(x)cx entonces x cumple PC

(Puede anticiparse que los conjuntos W e I, aunque no el conjunto Q,
cumplen, al igual que U, que sus potencias son subconjuntos suyos. No obs-
tante, las razones de que ello sea asf son distintas de las razones para U. §6-
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lo en este dltimo caso la caracteristica: P(x)cx, es ley l6gica de la identi-

dad).

Segunda demostracidn: Se basa también en dos lemas generales (el pri-
mero idéntico al primero de los anteriores y el segundo més débil que el
segundo de ellos) y un lema especial de U (mds fuerte que el lema especial
de la demostracién usual).

Lema 1) vx(card(x)<card(P(x))) (teorema de Cantor)
Lema 2) vxVy(x=y—card(y)4card(x))

cuya demostracion es: si x=y entonces (como la identidad es por motivos
l6gicos biyeccién): x=y; y entonces (por def. de menor cardinal, que exige

la no biyecrabilidad): card(y)4card(x).
Lema 3) P(U)=U

cuya prucba es: por las definiciones de Uy de potencia de un conjunto y
por AL el lema 3 puede reformularse asi:

vx(Vy(ye x—y=y) o x=x) =
= Vx(Vy(ye x—2y=y)=>x=X)AVx(x=x>Vy(ye x—y=y)) =
= Vx(Vy(ye x—y=y)>x=x) AVxVy((x=xAye X)—y=y)

cuyos conyuntos son casos particulares de dos esquemas verdaderos por
motivos légicos: ¥x(A;(x)—x=x) v VxVy(Ai(x,y)—>y=y).
De los lemas 1, 2 y 3 se sigue PC,

Esta demostracién alternativa de la paradoja de Cantor tiene la ventaja
de recurrir a menos leyes generales. Précticamente sélo del teorema de
Cantor y de definiciones (sin utilizar el teorema de Bernstein) se sigue la
paradoja. La desventaja consiste en que U, ademds de tener a su potencia
como subconjunto, debe cumplir también que es subconjunto de su poten-
cia. En otras palabras, U debe ser ademds transitivo. No obstante, las dos
propiedades resultan ser ciertas de U con la misma y total contundencia:
por motivos 16gicos. En suma, es una demostracién més simple que la tra-
dicional, pero que exige mds condiciones al conjunto considerado para que
genere la paradoja. Ademds, la condicién adicional: xcP(x), en s no es
patoldgica, pues equivale al definiente de "x es transitivo", y en general los
conjuntos transitivos no son paradéjicos. La implicacién que se desprende
de esta prueba:

Para todo x si P(x)=x entonces x cumple PC
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es menos informativa que la surgida de la demostracién usual, pues exige
mis que aquélla.

(Curiosamente, los conjuntos W e I, que cumplen: P(x)cx, no son sin
embargo transitivos, no cumplen: xcP(x). Para ellos la demostracién de
PC sélo puede realizarse con la argumentacién tradicional. Y el conjunto
Q, aunque es transitivo, no cumple, como ya se dijo: P(x)cx, por lo cual
PC no es demostrable para @ de ninguna de las dos maneras).

Pese a su desventaja, la demostracién segunda de PC merece ser apun-
tada, no sélo porque depende de menor bagaje teérico, sino también por-
que sugiere una simplificacién de la paradoja de Cantor que merece estu-
dio especifico. Concretamente, la segunda demostracién de PC, pero no la
primera, tiene el corolario siguiente. Dado que P(U)=U, de PC se sigue,
sustituyendo en ella P(U) por U:

PCmptificada) card(U)<card(U)acard(U)4card(U)

Ahora bien, esta paradoja es simplificada respecto a la PC histérica por
un doble motivo. Ante todo, como es evidente en su formulacién, porque
menciona a un solo conjunto, U, y no precisa considerar su potencia. Pero
también porque (con independencia de que se puede derivar de PC cuando
ésta se demuestra al modo no usual) tiene una demostracién independiente
y mds sencilla que cualquiera de las dos antes expuestas para la PC histéri-
ca. Esto dltimo se hace evidente en la siguiente argumentacién.

Demostracion: Teniendo en cuenta la definicién de menor cardinal:
vxVy card(x)<card(y) < g Jz(zcynz=x)ax#y, la paradoja PC simplifica-
da se deduce de unlema absolutamente general y dos lemas relativos al
conjunto U.

Lema 1) vx(card{x)4¢ card(x))

que se prueba asi: es ley 1égica el que para todo x x=x; entonces (como la
identidad es por motivos légicos biyeccién): para todo x x=x; y entonces
(por def. de menor cardinal, que exige la no biyectabilidad): para todo x

card(x)¢ card(x).
Lema 2) 3z(zcUnz=U)

cuya prucba es: al menos un conjunto, el conjunto de todos los unitarios, es
(a) subconjunto propio de U (pues todo unitario, al ser igual a si mismo, es
elemento de U; y hay elementos de U, por e¢jemplo @, que no son unita-
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rios); y es (b) biyectable con U (en virtud de la biyeccién hacer y deshacer
unitario).

Lema 3) U+ U

Cuya argumentacién se inspira en la diagonalizacién abstracta desarrollada
en la demostracién del teorema de Cantor.

Supéngase una biyeccién genérica del conjunto U (cuyo elemento gené-
rico denominaremos x;) consigo mismo. En el lugar i de la biyeccién esta-
rd el emparejamiento: x<y; (obsérvese que por conseguir generalidad no
se ha supuesto el emparejamiento més natural de un conjunto consigo mis-
mo, no se ha supuesto: x;&x;).

Dada esa biyeccidn, es perfectamente definible el "conjunto de los ele-
mentos de U que no pertenecen al conjunto emparejado con él en la biyec-
cién": Y=ydxixe Uaxg v}

Ahora bien (y esto es el paso crucial de la prueba), como es ley 16gica
Vx x=x, resulta: Y=Y; entonces (por def. de U): Y es clemento de U, o sea:
Y es uno de los y;; entonces hay un x; emparejado con Y en la biyeccidn,
llamémosle X, es decir, en la biyeccién aparece XY como caso particu-
lar de x; =y,

Pero: si XeY entonces X no cumple la condicién "xe Unxe yi', y enton-
ces (por la def. de Y): Xg Y. Es decir: Xe Y—Xeg Y.

Y, si XeY, entonces X s cumple la condicién "xe Unxey,", y entonces
(por la def. de Y): Xe Y. O sea: Xg Y—>Xe .

En suma, si hay biyeccién: U=U, hay contradiccién: Xe Yes Xe Y; en con-
secuencia, no hay biyeccién: U+ U.

De los lemas 1, 2 y 3 se sigue PC simplificada.

La demostracién de PC simplificada recurre a leyes generales mas dé-
biles que las exigidas en las pruebas de PC. Ni el tcorema de Bernstein, ni
el de Cantor son usados. La irreflexividad de menor cardinal (basada a su
vez en que los conjuntos idénticos son biyectables) es el tnico teorema ge-
neral exigido. Los lemas especiales de U son ahora dos, pero debe obser-
varse que uno de ellos, el lema 2, es una caracteristica de todos los conjun-
tos infinitos, pues se limita a expresar que el conjunto U satisface el defi-
niente de: "x es infinito". El lema 3, U+ U, es el mds significativo, es la
clave de la paradoja. Y, aunque se ha demostrado con una argumentacion
inspirada en la del teorema de Cantor, no debe confundirse con éste.

Por otro lado, hay mds amplias razones para asegurar que la demostra-
cién de PC simplificada es mds inmediata que la demostracién de PC. El
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lema especial, P(U)cU, exigido en la demostracién usual de PC, es mas
fuerte que los dos lemas especiales: U es infinito y U# U, requeridos en la
demostracién de PC simplificada. El primero es condicién suficiente de
los segundos. Y ello no sélo es cierto del conjunto U sino que rambién vale
para todo conjunto. En otras palabras, son teoremas de la teorfa de conjun-
tos los dos enunciados siguientes que se demuestran a continuacién.

Teorema A) Vx(P(x)cx—3z(zcxAz=x))

Demostracién: Si P(x) es subconjunto de x, entonces, el conjunto de to-
dos los unitarios de elementos de x, cumple: (a) es subconjunto propio de
x (por ser subconjunto propio de P(x), pues esos unitarios y @, no unitario,

“pertenecen 2 P(x)); y (b) es biyectable con x (por la biyeccién ha-
cer/deshacer unirtario).

Teorema B) Vx(P(x)cx—x# x)

Demostracién: Supéngase una biyeccién genérica del conjunto x (cuyo
clemento genérico denominaremos x;) consigo mismo. En el lugar i de la
biyeccién estard el emparejamicnto xi=y;.

Dada esa biyeccién, es perfectamente definible el "conjunto de los ele-
mentos de x que no pertenecen al conjunto emparejado con €l en la biyec-
cién": Y=ydxixexnxe yil.

Ahora bien (y esto es el paso crucial de la prueba): como Y estd forma-
do con elementos de x: Ycx, o sea: YeP(x); y, como ademids se ha admi-
tido la premisa: P(x)cx, resulta: Y es elemento de x, o sea: Y es uno de los
vs entonces hay uno de los x; emparcjado con €l en la biyeccién, Hlamé-
mosle X, es decir, en la biyeccién aparece X=Y como caso particular de
XSV

Pero: si Xe Y entonces X no cumple la condicién "xexaxgy,”, y enton-
ces (por la def. de Y): X Y. Es decir: XeY—Xe Y.

Y: si XeY entonces X si cumple la condicién "xEexaxgy;", y entonces
(por la def. de Y): XeY. O sea: Xg Y—XeY.

En suma, si hay biyeccién: x=x, hay contradiccién: XeYo XeY; en con-
secuencia, no hay biyeccién: x# x.

La versién existencial de PC simplificada es:

Ix(card(x)<card(x) A card (x)4 card(x))
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la cual sugiere la posibilidad de que otros conjuntos, aparte de U, la satis-
fagan. En este respecto, la demostracién realizada con el conjunto U nos
indica:

Para todo x si x4 x y x es inf. entonces x cumple PC,, ri6icaa

¥> por otro lado, los teoremas A y B permiten detectar una condicién sufi-
ciente més fuerte de la paradoja:

Para todo x si P(x)cx entonces x cumple PC,ifcada

Esta dltima conclusién es menos informativa que la precedente pero tie-
ne el interés de resaltar una condicién comiin a las paradojas PC y PC
simplificada.

Por otro lado, la paradoja PC simplificada (y la consideracién de su
lema mis significativo: U+ U) sugiere con inmediatez su propia simplifi-
cacién. En la que se puede denominar paradoja de Cantor resimplificada,
ni se menciona a P(U), ni se mencionan cardinalidades, sino algo mds basi-
co: biyecciones. Es una tesis cuyos conceptos son méds elementales y cuya
demostracién es atin mis simple que las anteriores.

Pcresimplificada) U:U/\U#U
Demostracidn: Se basa en un lema general y un lema especial.
Lema 1) vx(x=x)

probado asi: es ley 6gica el que para todo x x=x; entonces (como la iden-
tidad es por motivos légicos biyeccién): para todo x x=x.

Lema 2) U4+ U (demostrado anteriormente)
De los lemas 1 y 2 se sigue PC resimplificada.

En comparacién con la demostracién de PC simplificada, el lema ge-
neral ahora utilizado es atin m4s débil que el requerido por aquélla. Y en
lugar de dos lemas especiales basta uno de ellos, desaparece el ligado a la
infinitud. La clave de todo sigue siendo la tesis U4 U.

La formulacién existencial de esta paradoja:

Ix(x=xAXH¥x)
es merecedora de discusién. De la demostracién anterior se sigue:

Para todo x si x# x entonces x cumple PC_ . ncads
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y, por el teorema B, nuevamente puede afirmarse:
Para todo x si P(x)cx entonces x cumple PC monficads

La tesis U+ U, que constituye e} lema mis significativo de las demos-
traciones de las PC simplificada y resimplificada, tiene un corolario in-
mediato que merece atencién especial. Se le puede denominar tesis de
Cantor-Russell y es la siguiente:

Tesis CR) U no es biyectable con U mediante la identidad.

Demostracién: Con la misma linea argumental usada para el lema U# U,
el tinico cambio es la restriccién siguiente: la hipotética biyeccién entre U
y U no es ahora genérica, sino la especifica biyeccién identidad. La biyec-
cién es: x<=x; entonces, el conjunto Y gestado por la biyeccidn:
Y= dxixe Uaxgxy), es el conjunto de Russell: W=yx:xg x} (pues los x;, al
ser los elementos del universal U, son los objetos de la variable x en la teo-
rfa de conjuntos); y el conjunto X emparcjado con Y, al ser la identidad la
biyeccién, es también W; y, entonces, la contradiccién que imposibilita la

biyeccién es: We We We W, la paradoja de Russell.

La tesis CR, caso particular de U# U, sugiere de modo inmediato pa-
radojas de Cantor que pueden denominarse depuradas. Se trata de simpli-
ficaciones atin mayores de PC que tienen la peculiaridad de ser expresables
utilizando tnicamente los predicados bésicos de la teorfa de conjuntos: la
pertenencia y la igualdad.

P Cdcpuradal) UiU

Primera demostracién: Se basa en los mismos lemas que la PC resimpli-
ficada, aunque el lema general se expresa en otra forma légicamente equi-
valente.

Lema 1) Vx(x=x) = Vx(x=x—x=x) (demostrado anteriormente)
Lema 2) U# U (demostrado anteriormente)

De los lemas 1 y 2 se sigue PC depurada 1.

Segunda demostracidn: Se basa en dos lemas cada uno de los cuales es ca-
so particular de los que se han usado en la anterior demostracién.

Lema 1) Vx(x=x—x es biyectable con x mediante la identidad)
cuya prueba es: la identidad es por motivos légicos biyeccidn.
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Lema 2) U no es biyectable con U mediante la identidad
demostrado anteriormente como Tesis CR, caso particular de U#U.
De los lemas 1y 2 se sigue PC depurada 1.

Los presupuestos argumentales de esta paradoja son casi indistinguibles
de los de PC resimplificada. Sin embargo, la segunda demostracién es
mds bdsica. En cualquier caso, la paradoja tiene el interés de no requerir en
su formulacién conceptos complejos como biyeccién.

La formulacién existencial de PC depurada 1

dx Xx#x

tiene como condicién suficiente minima, segin se desprende de la segunda
demostracién, la siguiente:

Para t0do X si X, e biyecr, con x med, - €0TONCES X cumple PCypuragar

y, por otro lado, en virtud del teorema B: Vx(P(x)cx—x#x) y de la cir-
cunstancia de que la tesis CR es caso particular de x#x, una condicién sufi-
ciente mds fuerte es:

Para todo x si P(x)cx entonces x cumple PCypirain

Es importante sefialar también respecto a esta paradoja que, aunque la
expresion: U#U es de por si contradictoria (pues niega la ley légica:
Vx(x=x)), tiene también una forma légicamente equivalente con la estructu-
ra arquetipica de contradiccién: conjuncién de un enunciado ¥ su negacién.
O sea, PC depurada 1 puede expresarse, indistintamente:

PCdepuradaI) Uz£U = UZU/\U#U

La segunda forma es interesante porque, cuando se considera junto a ella
la definicién de U, sugiere con inmediatez:

PCdepuradaZ) UE UAUQ U
Demostracién: Se basa en PC depurada I y en la def. de U.
Lema 1) U=UAU=U (PC depurada 1)

Lema 2) Vx(xe U x=x) (consecuencia de: U= gfx:x=x})

De los lemas 1 y 2 se sigue PC depurada 2.
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La paradoja PC depurada 2 tiene la misma forma que la de Russell.
Sin embargo, en virtud de su argumentacién generadora, pertenece a la fa-
milia de las paradojas de Cantor. Tiene dos peculiaridades frente a las an-
teriores. En primer lugar, con ella se rompe la cadena de simplificaciones
progresivas de PC que han ido surgiendo. La demostracién de PC depura-
da 2 no es més elemental que la de PC depurada 1y prueba de ello es que
esta Ultima es lema para probar la primera. (PC depurada 2 es la tnica de
las simplificaciones de PC que se demuestran necesariamente con otra de
ellas como lema. Sin embarge, no es necesario el uso de la ley de contra-
diccién para obtenerla). En segundo lugar, la premisa adicional en dicha
prueba es la definicién de U. Por ello, aunque haya mds conjuntos aparte de
U de los que se pueda demostrar PC depurada 1, sélo U admitird PC de-
purada 2.

La expresién existencial de PC depurada 2:

Ix(XE XAXE X)

sugiere la posibilidad de que conjuntos distintos de U la ejemplifiquen.
En virtud de los lemas especiales conducentes a la paradoja, resulta la con-
dicién suficiente minima:

Para todo X Si Xuo e biyect. con med. = Y defx=def.U entonces x cumple
PCdcpuradaZ

y, considerando el teorema B, la condicién suficiente mds fuerte:
Para todo x si P(x)gx vy def.x=def.U entonces x cumple PCyepuradaz

Es obvio que la via argumental PC depurada 2 es exclusiva de U, pues
conjuntos distintos no comparten definicién. Pero esta paradoja tiene la
misma forma que la paradoja de Russell del conjunto W (cuya via argu-
mental a su vez era exclusiva de W, pues también dependfa de su defini-
cién). Por ello, la expresién existencial: Ix(xexaxgx), es ejemplificada
por los conjuntos U y W, aunque en virtud de argumentos dispares, pertene-
ciente uno de ellos a las paradojas de Cantor y el otro a la de Russell.
(Mis adelante se vera que también Q e I la cjemplifican, pero en virtud de
las paradojas de Burali-Forti).

En contraste con esta tltima, las restantes paradojas de Canror tienen
una condicién suficiente comun que las religa a la histéricamente original.
Esa condicién es: P(x)cx, el lema especial de PC en su demostracion

usual. De ella se deducen todos los lemas especiales de las PC simplifica-
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da, resimplificada y depurada 1. Con ello se hace patente que la PC histé-
rica, no sélo requiere teoremas generales mds potentes que sus derivaciones,
sino también un lema especial mds fuerte. En definitiva:

Para todo x si P(x)cx entonces x cumple: PC y PC simplificada y PC
resimplificada y PC depurada

(Como ya se anticips, puede repetirse que los conjuntos: W e I, aunque
no el conjunto Q, cumplen, al igual que U, pero por motivos distintos que
se argumentardn mds adelante, que sus potencias son subconjuntos suyos).

4. La paradoja de Burali-Forti y sus simplificaciones

La mas compleja de las tres paradojas histéricas es la de Burali-Forti. Es
relativa a Q, el conjunto de todos los conjuntos ordinales. Y la clave de la
paradoja reside en que © resulta ser a su vez ordinal (con lo cual pertenece
a s{ mismo). ‘

La ordinalidad es una propiedad compleja que merece una breve discu-
sién. Los ordinales son los conjuntos transitivos, y tales que la pertenencia,
restringida a ellos, es: irreflexiva, asimétrica, transitiva, conexa, y con
primer elemento.

VX x es Ordlnal < dr XiransH (Xe irref Xeasim M Xe cransN Xe conN Xe primelem)

No obstante, las cinco propiedades de la buena ordenacién respecto a la
pertenencia, no son independientes. Concretamente, en virtud de los teo-
remas:

vx(x es € bienfundado—x es e irreflexivo)

Vx(x es € bienfundado—x es € asimétrico)

vx((x es ebienfundadoAx es € conexo)—x es € transitivo)
vx((x es € bienfundadoAx es € conexo)—x con € prim.clem.)

y de la circunstancia de que todo ordinal es € bienfundado, pues:
vx((x con € prim.elem.Ax es easimétrico)—x es € bienfundado)

es inmediata la equivalencia siguiente, segtin la cual bastan tres propieda-
des para determinar la ordinalidad:

vx(x es ordinales (x es transAx es € conax es € bienfund))

En consecuencia, los ordinales son también los conjuntos que poseen es-
tas tres propiedades, cuyas definiciones son:
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VX X €S transitivo < g VzVy(zexAyez—yex)
VX X €s € Cconexo < g VzVy(ze xAyex—(ze yvye zvz=y))
vx x es € bienfundado « 4 Vv[vexav#o—3u(ue vaVy(ye voye u))]

La teorfa de conjuntos incluye una rica subteorfa de los conjuntos ordi-
nales, entre cuyos teoremas interesa destacar, en el contexto de la paradoja
de Burali-Ford, los siguientes: T1) todos los elementos de todo ordinal
son ordinales; T2) dados dos ordinales cualesquiera, o son iguales 0 uno de
ellos es elemento del otro; T3) dado cualquier conjunto no vacio de ordi-
nales, hay al menos uno de sus elementos tal que ninguno de esos ordinales
es elemento suyo; y T4) el sucesor de todo ordinal es un ordinal. En sim-
bolos:

T1) v2vy((z es ordinalayez)—y es ordinal)

T2) vzvy((z es ordinalAy es ordinal)—(ze yvye zvz=y))

T3) Vv[vx(xe vox es ordinal) Ave—3u(ue vaVy(ye voyg u))]
T4) vx(x es ordinal—>x" es ordinal)

Admitidas estas tesis (cuya demostracién es bastante compleja), y da-
do que puede introducirse por definicién, en virtud de los axiomas AF y
Al, el conjunto: Q=4{x:x es ordinal}, surge la siguiente cadena de resulta-

dos.
(A) de los teoremas: T1, T2, T3, y la definicién de Q, se sigue: Q es

transitivo, es € CONExo y €s € bienfundado, o sea:
Q es ordinal
(B) del teorema T4 y la tesis anterior se sigue:
Q' es ordinal
(C) x+1 designa al sucesor de cualquier ordinal x:
Vx si x es ordinal, entonces: x+1 =4 x'
en particular, por la tesis anterior:

Q+1 =4 Q' =4 QU{Q} y Q+1 es ordinal

(D) la relacién menor entre ordinales, <, se define directamente como
la pertenencia entre dichos ordinales:

VxVy si x e y son ordinales, entonces: x <y € 4 X€y
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en particular, al ser Q y Q+1 ordinales, es legitima la cuestién de si entre
ellos se da, y cémo se da, la relacién <.

La paradoja de Burali-Forti, que presupone los desarrollos anteriores,
consiste en la siguiente afirmacién:

PBF) 0<Q+1AQ<4Q+1

Demostracion: Se basa en dos lemas generales (el primero trivial y el
segundo de compleja demostracién) y un lema absolutamente especifico
de @ (también complejo).

Lema 1) vx(xex")

cuya prueba es: para todo x, es l6gicamente cierto: x=x; de lo cual se sigue
légicamente: xexvx=x; entonces (por def. de conjunto unitario):
xe xvxe {x}; entonces (por def. de unién): xe xU{x}; entonces (por def. de
sucesor): xex'.

Lema 2) Vx(x es ordinal—x" es ordinal) (teorema T4)
Lema 3) Q es ordinal (teoremas T1, T2, T3 y def. de Q)

De los lemas: 1, 2 y 3, se llega a PBF ast:

Por el lema 1 (en el caso particular en que x es Q): QeQ'; y entonces
(dado que, por los lemas 2 y 3, @ y Q' son ordinales) lo anterior puede ex-
presarse: © <Q+1, primer conyunto de PBF.

Por el lema 3: Q es ordinal; entonces (por def. de ordinal) Q es easi-
métrico; entonces (por la definicién: x es easimétrico g VZVy(zexa
NYyEx—(zey—oyez))): VzVy(ze QAye Q— (ze y—yez)); entonces (en el caso
enquezeyson Q' y Q) QeQrQeQ—(Q'eQ-0¢Q") = (Q'eQAQe)—
—Qg Q' (*). Ahora bien, por lema 3 y def. de Q: Qe @ (**) y, por los le-
mas 2y 3y la def. de Q: Q'e Q (***). De (*), (*¥) y () resulta: Qz Q' y
entonces (dado que, por los lemas 2 y 3, Q y Q' son ordinales) lo anterior
se puede expresar: Q €Q+1, segundo conyunto de PBF.

De PBF se sigue la afirmacién existencial:
Ix(x<x+1AxLx+1)

la cual de por sf es una contradiccién y tiene el interés adicional de sugerir
la posibilidad de que otros conjuntos, aparte de Q, tengan esa propiedad
contradictoria. Respecto a ello hay que sealar, en primer lugar, que el uso
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de menor entre ordinales y de sucesor de ordinal en la misma expresién de
la paradoja, implica:

Para todo x si x no es ord. entonces x no cumple PBF

(pudiendo anticiparse que, dado que U, W ¢ I no son ordinales, esos con-
juntos no cumplen esta paradoja). En segundo lugar, la clave de PBF es el
lema 3, entendiendo por ello no sélo que Q es ordinal, sino también que

dicho Q se define como el conjunto de todos los ordinales. Formalmente:
Para todo x si x es ord. y def.x=def.Q entonces x cumple PBF

En suma, si algiin conjunto ejemplifica la afirmacién existencial que ha
motivado este comentario, con seguridad dicho conjunto debe ser ordinal.
Y, si la ejemplifica en virtud de una argumentacion del tipo PBF con segu-
ridad dicho conjunto debe ser el conjunto Q.

Por otro lado, en el curso de la demostracién de PBF ha surgido otra
paradoja, la cual, al estar expresada en términos de la pertenencia, relacién
bésica de la teorfa de conjuntos, puede denominarse PBF depurada. Se tra-
ta de:

PBFdepuradal) Qe Q'/\Qﬁ Q'

cuya demostracién ha hecho uso de los lemas 1, 2 y 3, siendo por ello ape-
nas distinguible, en el respecto de su argumentacidn, de PBF. Sin embargo,
en otros respectos es muy distinta. En primer lugar, al no usar conceptos
especificos de los ordinales, esta nueva paradoja tiene sentido en principio
para todo conjunto. En segundo lugar, si se explicita por completo el enun-
ciado de la paradoja, eliminando sus conceptos definidos, puede descu-
brirse una formulacién equivalente que liga a esta paradoja con otras dos
surgidas anteriormente. Concretamente, eliminando los definidos: sucesor,
unitario y unién, y en virtud de leyes légicas, surge la cadena de equivalen-
cias:
QeQ'AQe Q' = Qe QU{QIA-Qe QU{Q} =

(QeQve QD) A—(QeQve {Q}) = (QeQvQ=Q)A-(Qe QvQ=0Q) =
= QeQA(QEQAQEQ) = (Qe QAQE Q) AQED

il

resultando entonces:
PBFdepuradal) Qe QlAQ% Q' = (QE QAQg Q)/\Qig

es decir, esta paradoja es la conjuncién de las dos paradojas depuradas mds
simples: la de la pertenencia entre un conjunto y él mismo (surgida en PR,
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PC y ahora en PBF) y la de la igualdad entre un conjunto y ¢l mismo
(surgida en PC y ahora en PBEF).

De PBF depurada 1 se sigue la afirmacién existencial:
Ix(xex'Axex")

que de por sf es contradiccién y que puede ser ejemplificada por conjuntos
distintos de ©. Desde luego, esos otros conjuntos que puedan ejemplificar
esta tesis, lo hardn por razones ajenas a la argumentacién de PBF, cuya cla-
ve: "Q es ordinal”, es exclusiva de Q. Sin embargo, ya no se da la restric-
cién de que deban ser ordinales los conjuntos ejemplificadores. (Puede an-
ticiparse que los conjuntos: U, W e I, aunque no son ordinales, ejemplifican
sin embargo, cada uno por razones propias y todos por distintas razones
que Q, la implicacién existencial de PBF depurada 1).

Retornando a la paradoja histérica de Burali-Forti, y debido a la cir-
cunstancia adicional: Q=Q+1=0', PBF sugiere de modo inmediato uma
PBF simplificada, en la cual, en lugar de tratarse relaciones contradicto-
rias entre Q y su sucesor, se expresan propiedades contradictorias entre Q y
él mismo.

Ante todo, debe constatarse que Qy Q' (uQ+1) son iguales:

Q=0'=0=0+1

cuya prueba es: el teorema general: Vx(xexesx=x") (justificado por la def.
de sucesor), més la circunstancia: Qe O (justificada por: la tesis "Q es ordi-
nal” y la def. de Q), implican: Q=0Q'.

En segundo lugar: dado que Q=Q+1, de PBF se sigue, sustituyendo en
ella Q+1 por Q:

PBFsimplificada) 9 <QA Q <KQ

la cual es simplificada respecto a PBF por un doble motivo: desde luego,
porque trata con un solo conjunto, pero también porque tiene una demostra-
cién directa mds sencilla que la de dicha paradoja. En esa demostracién la
clave sigue siendo "Q es ordinal”, pero el tcorema T4 ya no es requerido
como lema. '

Demostracion: Se basa en un lema general, de inmediata demostracidn,
y un lema absolutamente especifico de Q.

Lema 1) Vx(x es ordinal—sxex)
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cuya prueba es: para todo x, si x es ordinal entonces (por def. de "x es or-
dinal"): x es e irreflexivo; entonces (por la definicién: x es eirreflexivo g
oy Vz(zex—>287)): Vz(ze x—>727); entonces (en el caso particular en que z
sea X): XEX—Xgx, que equivale légicamente a: x¢ x.

Lema 2) & es ordinal (teoremas T1, T2, T3 y def. de Q)

De los lemas 1 y 2 se llega a PBF simplificada ast:

Por los lemas 1 y 2: Q¢ Q; y entonces (dado que por el lema 2 Q es or-
dinal) lo anterior puede expresarse asi: Q<Q, segundo conyunto de PBF
simplificada.

Por el lema 2 y la def. de : Qe Q; y entonces (dado que por el lema 2
Q es ordinal) lo anterior puede expresarse: Q<Q, primer conyunto de PBF
simplificada.

PBF simplificada implica la afirmacién existencial:

Ix(x < xAx Lx)

que es contradictoria y que puede ser ejemplificada por conjuntos diferen-
tes de @. Al utilizar menor entre ordinales, sélo la pueden ejemplificar
ordinales (en particular: U, W e I no pueden hacerlo). Y, al depender la ar-
gumentacién PBF simplificada de: "Q es ordinal”, sélo Q puede ejempli-
ficarla por ese argumento.

Por otro lado, en el curso de la argumentacién de PBF simplificada ha
surgido otra paradoja, la cual, al estar expresada en términos de pertenen-
cia, es una nueva PBF depurada:

PBF gpuran) Q€ QAQE Q

cuya prueba es casi indistinguible de la de PBF simplificada. Sin embar-
go, sc distingue de ella en otros respectos. Ante todo, no estd restringida a
ordinales, pues no usa conceptos especificos de éstos. En segundo lugar, tie-
ne la misma forma que la paradoja de Russell y la paradoja de Cantor de-
purada 2.

De PBF depurada 2 se sigue la afirmacién existencial:

Ix(x€ XAXEZ X)

que es contradictoria y que puede ser ejemplificada por conjuntos distintos
de Q. Esta expresién ha surgido ya como consecuencia de PR (en virtud de
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lo cual la cumple Wy sélo W), y de PC depurada 2 (por cuya razén la
cumple U y sélo U); ahora surge de PBF depurada 2 (debido a lo cual la
cumple Q y sélo Q), y volverd a surgir nuevamente como consecuencia de
la "PBF extendida al conjunto 1" (por lo cual la cumple I y solamente I).

5. La paradoja de Burali-Forti extendida al conjunto I

Dado que éste es un andlisis sistemdtico y no histérico, se puede englobar
en la denominacion "Burali-Forti” a una paradoja del conjunto I de todos
los conjuntos € irreflexivos, por su estrecha analogfa con la paradoja de Bu-
rali-Forti simplificada. El interés de esta paradoja reside en que conjuga
esa fuerte analogfa con las paradojas BF y una gran simplicidad argumen-
tal. No debe olvidarse que PBF depende de cuatro complejos teoremas de
los ordinales, justificadores de que Q y el sucesor de cualquier ordinal son
ordinales. Y que PBF simplificada sigue dependiendo de tres de esos cua-
Lro teoremas, necesarios para justificar que Q es ordinal. En contraste con
ello, la paradoja PBF extendida a I es demostrable con inmediatez. Y ello
es asf porque: "I es eirreflexivo”, de andlogo papel a: "Q es ordinal" en
PBF simplificada, tiene una justificacién sencilla.
Sea el conjunto I=4fx:x es eirreflexivo}, donde a su vez:

Vx x es € irreflexivo < 4 Vz{ze x—2¢7)
la paradoja de Burali-Forti extendida al conjunto I es la tesis:
PBFex[endidaaI) IE I/\IE I

Demostracién: Se basa en un lema general, de inmediata demostracién,
que tiene como corolario: "I es eirreflexivo”.

Lema 1) vx(x es eirreflexivo—xe x)

cuya prueba es: para todo x, si x es eirreflexivo entonces (por def. de "x es
eirreflexivo”): Vz(ze x—z¢2); entonces (en el caso particular en que z es x):
XEX—XE X, equivalente por légica a xe x.

Corolario del lema 1) I es eirreflexivo

cuya prueba es: por el lema 1 y la def. de I: vx(xeI—>xex); entonces, por la
def. de "x es eirreflexivo”: I cumple tal definicién, o sea: I es €irreflexi-
vo.
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Del lema 1 y su corolario se llega a PBF extendida a I, asi:

Por el lema 1 y su corolario: I¢], segundo conyunto de PBF extendida
al.

Por el corolario del lema 1 y la def. de I: Iel, primer conyunto de
PBF extendida a .

En suma, un teorema general pero muy elemental, el lema 1, y la defi-
nicién del conjunto I, han bastado para generar esta paradoja, cuya demos-
tracién ha sido desplegada en el mayor paralelismo posible con la prueba
de PBF simplificada.

PBF extendida a I implica la afirmacién existencial:

Ix(xe XAXEX)

que es contradictoria y surge ya por cuarta vez. Los cuatro conjuntos: U, W,
Q e 1, cada uno por su propia via argumental, la ejemplifican.

6. La trama de los macroconjuntos y las paradojas

Los cuatro macroconjuntos y las ocho afirmaciones existenciales contradic-
torias mantienen una trama de relaciones que debe ser explicitada. Se de-
mostraran primero (sin recurrir a la ley de contradiccién) conexiones entre
estos conjuntos que restan por determinar. Y se puntualizardn después cudles
de esos conjuntos satisfacen las sucesivas afirmaciones existenciales.

En primer lugar, el conjunto I estd {ntimamente ligado con uno de los
tres conjuntos paradéjicos histéricos:

[=P(W)

pues: x€lex es eirreflexivoes Vz(zex—z2 7) & Vz(ze x—>2e W) xc Wes
oxe P(VW).

Por otro lado, hay que clarificar la relacién entre Wy su potencia. Re-
cuérdese que U=P(U). Si fuese ése también el caso para W, sucederfa en-
tonces que I y W serfan el mismo conjunto. Pero no es asf. Lo cierto es lo
siguiente:

P(W)cW

pues: si xeP(W), entonces: xcW; entonces: Vz(zex—ze W); entonces:
Vz(zex—z¢z); entonces (en el caso particular en que z sea x): xex—xex, lo
cual equivale légicamente a: x¢x; y entonces: x€ W.
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WeP (W)

pues: hay al menos un conjunto, {>3}, tal que {>3}e W y 1>3}¢ P(W). Esto a
su vez se justifica asf. >3=y{x:card(x)>3}, es decir, >3 es el conjunto de to-
dos los conjuntos de més de tres clementos. Como >3 tiene mas de tres
elementos, resulta: >3e>3; entonces: >3¢ W; entonces: {>3}¢W; entonces:
{>3}2 P(W). Por otro lado, {>3} no pertenece a {>3} (pues {>3}#>3, ya que
{>3} tiene un elemento y >3 tiene infinitos elementos), por tanto: {>3}e W.

Las relaciones entre I y su potencia, son en todo punto similares a las
del conjunto W. En concreto:

P(DclI

esto es consecuencia de dos tesis: (a) todo subconjunto, y, de un conjunto
eirreflexivo, x, es eirreflexivo (pues si € es irreflexiva en x también lo es
su restriccién a sus subconjuntos) y (b) 1 es e irreflexivo (ya demostrado).
De (a) y (b) se sigue: todo subconjunto de I es e irreflexivo, o sea, es ele-
mento de 1.

I[&P(T)

pues: hay al menos un conjunto, {{>3}}, tal que {{>3}}ely {{>3}}2 P(I). Pues,
por un lado, se acaba de demostrar que el tnico elemento de {{>3}}, es de-
cir: {>3} no pertencce a {>3}; en consecuencia: {{>3}}e1. Por otro lado, antes
se probé {>3}e P(W); entonces (como P(W)=I): {>3}eL; entonces: {{>3}}¢ I;
entonces: {{>3}}e P(I).

Las relaciones entre Q y su potencia son las opuestas a las de los conjun-

tos W e I. Es decir:
P(Q)¢Q

esto es consecuencia de tres tesis. Ante todo se consideran dos: (a) todo
subconjunto, y, de un conjunto ordinal, x, es ordinal si y s6lo si es transiti-
vo (pues, si € es conexa y bienfundada en x también lo es en sus subconjun-
tos, pero no sucede lo mismo con la transitividad) y (b) Q es ordinal (ya
demostrado). De (a) y (b) se sigue: todo subconjunto de Q es ordinal si y
sélo si es transitivo. Y, de esto dltimo, junto a la tesis tercera (c) hay sub-
conjuntos de Q no transitivos (como: {0,2,3}), se sigue: hay subconjuntos de
Q no ordinales, o sea, que no pertenecen a Q.
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QcP(Q)

pues, esto significa simplemente que Q es transitivo, lo cual es cierto por-
que: (a) todo ordinal es transitivo (por def. de ordinal), y (b) Q es ordinal
(va demostrado).

Importa también precisar cudles de los macroconjuntos son ordinales.
Desde luego Q lo es, pero los otros tres no lo son:

U, W e I no son ordinales

la razén es comun: recuérdese el teorema T1: todos los elementos de todo
ordinal son ordinales. Pues bien, aunque U, W ¢ I tienen a todos los ordina-
les como elementos (pues se ha demostrado que todo ordinal es igual a sf
mismo, que todo ordinal no pertenece a si mismo, y que todo ordinal es
e irreflexivo), también todos ellos tienen elementos que no son ordinales.
Por ejemplo: {0,2,3} es elemento de U, de W, y de I, pero no es ordinal.
Por lo tanto, ni U, ni W, ni I cumplen T1, por lo cual no son ordinales.

La anterior argumentacién permite también concluir que Q es subcon-
junto propio de U, de W, y de I Ademds, como Qcl, entonces

P(2)cP(D). Y puede afadirse que Q es subconjunto propio de P(I):
QcU vy QcW y Qcl y P@cPd vy QcP)

justificindose la quinta tesis asi: de T1 y la circunstancia de que todo or-
dinal es eirreflexivo, se sigue: todos los clementos de todo ordinal son x
e irreflexivos; o sea: todo ordinal es un subconjunto de I; es decir, todo
clemento de Q es elemento de P(I); en suma: QcP(I). Ademds, hay con-
juntos (como {0,2,3}) que son elementos de P(I), pero no son ordinales; en-
tonces: P(I)¢ Q.

Por ultimo, en la teorfa cantoriana se cumple:
WcU y  UgW

pues: como todo es igual a si mismo, todo clemento de W es igual a si
mismo, por lo cual es elemento de U; y hay al menos un conjunto, >3, que
es elemento de U (por ser igual a sf mismo) y no es elemento de W (por
pertenecer a si mismo).

De los cuatro macroconjuntos se puede concluir:
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Q < PO < PO < I=PW) < W ¢ U=P(U)

Respecto a cudntos y cudles de estos conjuntos cumplen cada una de las
ocho afirmaciones existenciales contradictorias, es posible ahora realizar
una anélisis mds completo. Conviene distinguir estas afirmaciones de las
vias argumentales mediante las cuales unos u otros conjuntos las cumplen.
Son dichas vias o razonamientos, en lugar de las férmulas o expresiones, las
que pueden llamarse mds adecuadamente: "de Russell”, "de Cantor”, "de
Burali-Forti” o de "Burali-Forti extendida”, respectivamente. También es
interesante, por ultimo, distinguir las afirmaciones existenciales por su
grado de complejidad. La discusién discurre comenzando por las mis
elementales.

1) Ix(xexAxex)

Los cuatro conjuntos la ejemplifican. Cada uno de ellos por vias distin-
tas. W por la via PR. U por la via PC (la depurada 2). @ por la via PBF
(la depurada 2). I por la via PBF extendida.

2) 3x(x#x)

Los cuatro conjuntos la ejemplifican. Tres de ellos por la via PC (la
depurada 1). Era condicién suficiente de esa via el que: P(x)cx. Tanto U
como W e I tienen esa propiedad (aunque en el caso de U la base de ello es
una ley légica de la identidad y en los casos de W y de I la base son teo-
remas matemdticos). En cuanto a @, no puede llegar por dicha via, ya que
su potencia no es subconjunto suyo. Pero lo hace de otro modo: por la via
PBF (la depurada 1). En virtud de ella, @ cumple: QeQ'AQeQ'"; esto
equivale 16gicamente a: (Qe QAQe Q)AQ#Q; por tanto, también es cierto:
Q#Q.

3) Ix(xex'Axex)

Los cuatro conjuntos la ejemplifican. Uno de ellos lo hace directamen-
te: Q por la via PBF (la depurada 1). Los otros tres lo hacen indirectamen-
te. U, We I, por diversos motivos ya sefialados, ejemplifican las afirma-
ciones existenciales 1) y 2), entonces (como lo cuantificado en 3) equivale
a la conjuncién de lo que en 1) y en 2) se cuantifica): U, We I ejemplifican

3).
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4) Ix(x=xAx4x)
5) 3x(card(x)<card(x)Acard(x)4 card(x))
6) Ix(card(x)<card(P(x)) Acard(x)4 card(P(x)))

Las ejemplifican U, We L Lo hacen por motivos similares, pues los
tres conjuntos siguen la via PC (la resimplificada, la simplificada y la
normal) para ejemplificar cada uno a cada una de estas afirmaciones. Una
condicién suficiente de estas tres ramas de PC era: P(x)cx, propiedad que
los tres conjuntos tienen. Por otro lado, @ no cumple esa condicién sufi-
ciente. Para cumplir 4), 5) o 6), tendria que hacerlo por otra via, que no
vislumbro.

7) 3x(x < xAx £ x)
8) Ix(x < x+1Ax K x+1)

Las ejemplifica Q. Lo hace por la via PBF (la simplificada y la nor-
mal, respectivamente). Y, con seguridad, ni U, ni W, ni I, las ejemplifican,
pues no son ordinales y, por ello, no tiene sentido aplicarles la relacién <.

Como tltima curiosidad sobre la compleja trama entre macroconjuntos
y paradojas, cabe scfialar que la clave de que W cumpla las PC, es decir:
"P(W)cW", y la clave para que I cumpla la PBF extendida, es decir: "vx(x
es ¢ irreflexivo—xex)", no son mas que dos modos equivalentes de escribir
(usando definidos distintos) el mismo teorema matemitico, el cual, ex-
plicitado sin conceptos definidos es: "vx(Vz(zex—zgz)—x&x)".

7. La paradoja de la variable y

Aunque no es una de las paradojas histéricas, pues se detectd después de
que la teorfa de conjuntos hubiese sido reformulada por Zermelo, merece
la pena incluir esta paradoja, consecuencia inmediata de exclusivamente
AF. A diferencia de las anteriores es puramente existencial, no alcanza la
unicidad y por ello no lleva a definir conjunto alguno. Dos rasgos la hacen
interesante. Por un lado, es tan inmediata como PR. Por otra parte, mien-
tras que las anteriores paradojas son evitadas con el axioma de especifica-
cién zermeliano, ésta se mantiene y obliga a realizar en dicho axioma uma
restriccién adicional. :
Sea el axioma de formacién:

AF) Para toda A(x) IyVx(xeyo A(x))
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en virtud de su forma, las descripciones A(x) con la variable y libre ade-
mis de la x, son sinticticamente admisibles. La paradoja de la variable y
surge al singularizar AF con la A(x): "xgy".

PVARYycinwd) IyVx(xeyeo xgy) = IyVx(xeyaxey) = Jy(y=Uny=0)

¢s decir: hay al menos un conjunto tal que todo conjunto es elemento suyo y
no es elemento suyo, afirmacién contradictoria.

Por otro lado, con el axioma de especificacién zermeliano, axioma de
formacién de subconjuntos de un conjunto dado mediante descripcién pre-
cisa:

AE) Para toda A(x) Vz3yvx(xeye xeznA(x))

(en el cual las descripciones que en AF generaban conjuntos paraddjicos ya
no los generan), la descripcién "xg y" sigue siendo catastréfica, pues impli-
ca:

Iy

PVARYzeimeo) V2IyVx(xeye xezaxzy) = V23yVx(xg zaxe )
= VzVx(xez) AdyVx(xg y) = VzVx(xgz) = Vz(z=0)

afirmacién atin no contradictoria, pero que genera contradiccién cuando en
la teoria se define cualquier conjunro no vacio.
. q . J .
La paradoja de la variable y es evitada en la teorfa de Zermelo afa-
diendo el requisito: "las descripciones A(x) legitimas en AE no deben te-
° q . " g
ner libre la variable y".
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RESUMEN: Belnap y Gupta sostienen que la verdad es un concepto circular: su extensiéon
no puede ser establecida si ella no es previamente hipotetizada. Yaqib argumenta que
esta circularidad es incompatible con la conjuncién de la tesis de la superveniencia
semanticay el principio de bivalencia. En este articulo, intento reforzar con nuevos
clementos la posicién de Yaqlib. Aunque se debilite la tesis de la superveniencia de una
manera que Yaqiib no ha considerado, no parece ficil advertir cémo Belnap y Gupta
pueden escapar a la mencionada incompatibilidad.

Descriptores: verdad, paradojas, concepto circular, superveniencia semantica, teorfa de la
revisién.

ABSTRACT: Belnap and Gupta have recently maintained that truth is a circular concept: its
extension cannot be established without being previously hypothesized. This has led Yagqiib
to claim that the circular character in question cannot be made compatible with the thesis
that semantic properties are supervenient ones. Belnap and Gupta have explicitly denied
such a claim any plausibility. In this paper, I offer some new arguments in support of
Yaqirh's position. Such arguments are based on an analysis of some aspects of Belnap and
Gupta's theory that, as far as I know, had not been considered before.

Keywords: truth, paradoxes, circular concept, semantic supervenience, revision theory of truth.
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