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Introduccion

El movimiento de las olas nos rodea, desde las més profundas olas de la
mecdanica cudntica hasta las grandes olas de la superficie del océano. Las
olas del agua pueden dividirse en dos tipos: aguas profundas y aguas poco
profundas o costeras. Estas ultimas no se estudian tan a fondo como las
aguas profundas debido a la complicada topografia del fondo desigual del
mar. Sin embargo, es esencial tener una descripcion clara y completa de las
aguas poco profundas tanto para el desarrollo de amplias zonas costeras y
portuarias, como para tener una mejor comprensién del mecanismo de las
aguas profundas.

La ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV) modela las ondas de aguas po-
co profundas y es muy conocida. No obstante, la ecuaciéon de Boussinesq
proporciona una aproximacién muy superior a tales ondas.

Boussinesq presenté una teoria de las olas de aguas poco profundas so-
bre un fondo horizontal que, mucho después, se desarroll6 a las ecuaciones
clasicas de Boussinesq para un fondo desigual. Las actuales ecuaciones de
Boussinesq, caracterizadas por reducir un problema tridimensional a uno
bidimensional, han llamado la atencién considerablemente en los 1ultimos
treinta anos, dando lugar a una serie de ecuaciones tipo Boussinesq mejora-
das y de orden superior con el objetivo de mejorar las propiedades lineales
y no lineales y de poder tener en cuenta la propagacién de la onda en casi
todas las profundidades de agua finitas [3].

Las ecuaciones de Boussinesq se utilizan ampliamente en la ingenieria cos-
tera y oceanica. Unos ejemplos, entre otros, son la modelizacién de olas de
un tsunami (ondas largas que se transmiten en la superficie de aguas poco
profundas) o la modelizacién de las oscilaciones de la marea. El movimiento
de este tipo de olas estd perfectamente descrito por las ecuaciones de Navier-
Stokes, pero actualmente es imposible resolver completamente los modelos
tridimensionales en ningin dominio significativo. Por eso, deben utilizarse
los modelos aproximados como las ecuaciones de Boussinesq.

En los afios 1871 y 1872 Boussinesq incluyé los efectos de dispersién por
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primera vez en las ecuaciones de Saint-Venant. Las ecuaciones de Boussi-
nesq son mas completas fisicamente hablando que las ecuaciones de Saint-
Venant, pero al mismo tiempo, son més complicadas desde el punto de vista
matematico y numérico. Estas ecuaciones poseen una estructura hiperbdlica
(igual que las ecuaciones no lineales de aguas poco profundas) combinada
con derivadas de alto orden para modelar la dispersién de las ondas [2].

Las ecuaciones de Boussinesq méas conocidas son las que resolveremos en
el segundo capitulo. Pero antes de su resolucién, en el capitulo 1 deducire-
mos las ecuaciones de Boussinesq a partir de las ecuaciones fisicas del flujo
potencial. Estas ecuaciones pueden ser méas o menos efectivas dependiendo
del término disipativo que se escoja. De esta manera, obtendremos dos mo-
delos distintos de ecuaciones de Boussinesq acopladas; uno de ellos asociado
a un modelo de disipacién maés sencillo, y el otro a uno més completo y
realista.

Como ya se ha mencionado anteriormente, en el capitulo 2 resolveremos
analiticamente algunas de las ecuaciones de Boussinesq més conocidas. En-
tre ellas estan la ecuacién cibica de Boussinesq, las ecuaciones de Boussinesq
acopladas, la ecuacién de Boussinesq estandar y la ecuaciéon de Boussinesq
estandar mejorada. Buscaremos soluciones de tipo soliton mediante un méto-
do muy 1til para encontrar soluciones exactas de ecuaciones no lineales: el
método de la tangente hiperbdlica.

En el apéndice A encontraremos tanto el desarrollo de ciertas operaciones
utilizadas en este capitulo, como pequenos programas escritos con MATHE-
MATICA para resolver los sistemas de ecuaciones que aparecen al aplicar el
método de la tanh.

Finalmente, en el capitulo 3 pasaremos a la resolucién numérica de la ecua-
cion de Boussinesq estandar mejorada. Introduciremos un esquema en di-
ferencias finitas, el cual permite convertir problemas diferenciales en pro-
blemas algebraicos facilmente resolubles. Resolveremos la ecuacién para dos
ejemplos distintos, uno de un tinico solitéon y otro de la interaccién entre dos
solitones.

En el apéndice B encontraremos el programa desarrollado con MATHEMA-
TICA para la resolucion del primer ejemplo.



Capitulo 1

Derivacion de las Ecuaciones
de Boussinesq

FEn este primer capitulo deducimos las ecuaciones de Boussinesq a partir de
las ecuaciones fisicas de la teoria del flujo potencial. Para ello, usamos un
método de la expansién asintdtica de la velocidad potencial en términos de
un parametro.

1.1. Derivacién de las Ecuaciones de Boussinesq

Para derivar las ecuaciones de Boussinesq, comenzamos con un problema
completo de ondas en el agua siguiendo el trabajo de Denys Dutykh y
Frédéric Dias [2].

Utilizamos un sistema de coordenadas cartesianas (z,y,2’) con los ejes
z' e 9/ alo largo del nivel del agua y el eje 2’ apuntando verticalmente hacia
arriba. Llamamos ; al dominio del fluido en R3. El subindice ¢ describe el
hecho de que el dominio varia con el tiempo y que no se conoce a priori.

El flujo que ocupa £2; es no viscoso e incompresible. Que sea no viscoso
quiere decir que el fluido no opone una gran resistencia al movimiento vy,
por tanto, las fuerzas de rozamiento que aparecen cuando este estd en mo-
vimiento son muy pequefnias o no se tienen en cuenta. Esto no quiere decir
que no existan, pues en mayor o menor medida, la viscosidad estd presente
en cualquier fluido. Por otro lado, tenemos que tener en cuenta que al ser
incompresible, la densidad del fluido no varia. Esto tltimo es muy comun
cuando se habla de liquidos, como es nuestro caso [1].

El dominio €2 estd limitado por abajo por el fondo del agua 2’ = —h'(2/, ¢/, t'),
y por arriba por la superficie 2’ = n/(2/,4/,t') (ver figura 1.1). Para evitar
discusiones con las condiciones de contorno laterales, escogemos 2; de tal
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forma que sea ilimitado en las direcciones horizontales. Hacemos esto ya que
el planteamiento de las condiciones de contorno laterales para la ecuacion de
Boussinesq es una cuestion que sigue abierta, y ademas, porque la eleccién
de estos valores depende de la aplicacién que se esté estudiando.

05 . Lo . f
ney’.t)

-0.5]
—h’(x’,y’,t’)

Figura 1.1: Esbozo del dominio del fluido.

Si suponemos que el flujo es irrotacional (su rotacional es 0 y proviene de
un campo conservativo), podemos definir la velocidad potencial ¢’ como:

T
7 =V'¢, V= (a 9 8) : (1.1)

donde ¢" denota el campo de velocidad.
Por teorfa de la dindmica de fuidos [7], la ecuacién de continuidad que explica
la conservacion de masa liquida es la siguiente:

0
"(p0) + = = 1.2
Vi(p7) + 0 =0, (12

donde p denota la densidad del flujo. En nuestro caso, ya que tenemos un
flujo incompresible (p = cte), y por cémo hemos definido el campo de velo-
cidad en (1.1), la ecuacién se simplifica y nos queda la siguiente ecuacién de
Laplace:

V/2¢, =0. (13)

A continuacién, escribimos el siguiente sistema de ecuaciones para la teoria
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del flujo potencial en presencia de una superficie libre [2].

v/2¢/ — 0’ (x/’y/’ Z,) c Qt — RQ % [_h/77]/],

ol =y + V¢V, d =1, )

¢y + 3V + gnf =0, 2=, '
LA hy + V' V'R =0, Z =N,

donde g denota la aceleracién de la gravedad. Hemos asumido que la super-
ficie libre es un gréfico y que la presién es constante sobre esta. Ademés,
suponemos que la profundidad del agua es siempre positiva (n'+h' > 0). Es
decir, no tenemos en cuenta la posibilidad de que exista una zona seca.

Vamos a anadir a la tercera ecuacién de (1.4) un término disipativo pa-
ra explicar los efectos de la viscosidad.

1
Py + §|V'¢>’|2 +gn+ D, =0, =1.

Uno se puede preguntar por qué es necesaria la disipaciéon. Para empezar, tal
y como hemos mencionado antes, los liquidos del mundo real son viscosos.
Esto se traduce al lenguaje de ecuaciones diferenciales mediante términos di-
sipativos. Estudiar un modelo no disipativo significa estudiar una situacion
en la que no hay una pérdida de energia, lo que no interesa desde el punto
de vista fisico ya que cualquier flujo viene acompanado de una disipacién
de energia. En otras palabras, no anadir el término disipativo implicaria
estudiar algo completamente irreal, y que por tanto, no nos aporta la infor-
macién que buscamos.

En este trabajo vamos a estudiar dos modelos disipativos diferentes. Por una
parte, un modelo més sencillo donde el término disipativo es constante; y
por otro lado, un modelo maés realista que se obtiene al equilibrar la tensién
normal sobre la superficie libre.

MODELO 1: D}, =8¢ (1.5)
MODELO 2: D}y = 0adl,, (1.6)

con 01 y 99 dos coeficientes de viscosidad que analizaremos mas adelante.

Antes de seguir, cabe decir que la derivacién de Boussinesq es maés clara
si se trabaja con variables escalares. Por eso, introducimos las siguientes
variables no dimensionales:

B :L'/ B y/ B Z/ B /gho ,
r=—-, Yy= -, 2= T t= t?
v T . l (L)
h=-— 77:1: ¢: J 0¢I7

ho ’ ag gagl
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donde hyg es la profundidad caracteristica del agua, [ la longitud caracteristi-
ca de la ola y ag la amplitud caracteristica de la ola.

Ahora vamos a aplicar estos cambios a nuestro sistema de ecuaciones. Lo
haremos primero término a término para la segunda ecuacion,

¢/Z/ = 771/5/ + V/(b/ . V’n’.
Utilizando la regla de la cadena, obtenemos las siguientes expresiones:

o9 dd0r 10 9 9oy 10

ox' — drdx’ 19z’ dy  dydy 1oy
(1.8)
o 90: 10 0 00t oh o

92~ 9202 hooz ot ator 1 ot

Para el primer término, teniendo en cuenta (1.7), sabemos que

gagl
Vgho

Por tanto, aplicando la expresion correspondiente de (1.8) llegamos a que

¢ =

o.

o, = 1 gaol
Z h() \/gho

Para el segundo término, hacemos lo mismo y obtenemos que

r_ aoy/ gho
l Nt

.

n=an = n=

Por 1ltimo, para el tercer término tenemos

1gaol , 1gaol , 1 gaol 7\ (a0 a0, do 3 _
z%x’zmy’homz CR T )

1 1 1
= jZOT( ¢x7 ¢ya sz) ' ( Tz lny7h 772) .

Denotando a partir de ahora el gradiente horizontal mediante el simbolo V

(es decir V = (8%7 %)) y recordando que 17 no depende de z, concluimos
que

ga%l 0 gao
AN e v

De este modo, la segunda ecuacion de nuestro sistema queda convertida en:

v/qs/.v/ /_

1 gagpl ~apv/gho ga% B h% aoho
hoVahe: T T nt+l\/gTov¢ V77<:>¢z—l277t Vo - V.
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Retomando la primera ecuacién de (1.4)
V/2¢, —
aplicamos (1.7) y (1.8) y obtenemos lo siguiente:

V2 =0 @y + Gy + ¢ = 0 =

1 gapl 1 gagl 1 gagl B
<:>l2 /7¢xx ,—Qbyy h2 /7¢zz— —
1 l 1 l
gao ¢ gao EL—

(:HQF N
h3/gho

Multiplicando ahora ambos lados de la ecuacién por a0l , llegamos a que
la primera ecuacién del sistema queda transformada en la siguiente:

h2
TS(QZ}JM + Qbyy) + szz-
Si hacemos lo mismo para la tercera ecuacién de (1.4)
1
O + 5 V'O + g0’ + Dy =0,

utilizando los célculos realizados en (1.7) y (1.8), los tres primeros términos
salen inmediatamente y son, respectivamente,

ga0¢t7

gao 24 ga%lg 2
LIVl + o
0

gao?-

En cuanto al ultimo término, hemos de diferenciar dos situaciones depen-
diendo de si escogemos el modelo (1.5) o (1.6).
Por un lado, eligiendo (1.5):

gagl
Vgho

Por otra parte, si elegimos el modelo (1.6):

aol\/gh0¢

D, =66¢ << Dy=9§
® 19 6 = 01 o

¢ =0

1 gagl aol\/gh

12 \/oho

En resumen, la tercera ecuacion quedaria de la siguiente maneras:

D:f)/ = 52(?2/3,/ — DqS =275 Gz = 02——5— Puz-

gaodr + f!Wﬂ? ¢2 + gagn + Dy = 0. (1.9

2h3
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Introducimos las siguientes variables no dimensionales para simplificar las
expresiones de los términos disipativos.

R'—1< gaol> R‘_1<gaol)
P o \B2Vaho ) 2T 0 \Voho )

Como R; y Rs son adimensionales, deducimos las dimensiones de 01 y d9 de
la siguiente manera:

m m
Rupp = 2 mem L g, osmem mE
191 — ) 202 — - )
m2‘/sm2-m S /SmQ.m S

donde m son metros y s segundos. Por tanto d; tiene dimensiones [s~!] y es
denominado coeficiente de frecuencia de la viscosidad, y d2 tiene dimensio-

nes [m2s71] y se le conoce como coeficiente de viscosidad cinemdtica.

.. . h2
Multiplicando a ambos lados de la ecuacién (1.9) por JaoiZ» Obtenemos la
que va a ser la tercera ecuacién del sistema:

hg h% 9“8 24 hg ga 2 4 2 i _
a0t g VOt o o d) z2ga0"+ Pt
h2 h
20<:>l—§¢t+“°°\v¢y2+ s +hD¢—0

donde Dy = R%qb si escogemos (1.5) y Dy = R%@Z si escogemos (1.6).

Repitiendo andlogamente para la ltima ecuacién del sistema, obtenemos
que nuestro sistema de ecuaciones queda transformado en el siguiente.

ho

(¢xoc + ¢yy) + ¢, =0, (xa Y, Z) € O
h2 h
6o = Zim + "";QOW Vi, 2=
1.10
hg aoho 2 ag ( )
h h
O+ Lyt 5 VO Vh=0, z=—h.

Por 1ltimo, para simplificar la notacién introducimos las siguientes variables:
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De tal forma que (1.10) nos queda:

Nz(ﬁbm: + d’yy) + ¢, =0, (maya 2) €Oy
G- = pPn + epVo - Vn, z=en,
1 1
N2¢t + §€/~’/2|v¢’2 + §€¢z + ,u2?7 + 6D¢ =0, z = €n, (1'11)
2
¢z+?ht+u2v¢'Vh:0, 2z = —h.

1.2. Expansion asintotica

Consideramos la expansién asintdtica de la velocidad potencial ¢ en poten-
cias pares del parametro definido en la seccién anterior, .

¢ = o+ o1+ plor+ ... (1.12)

Ahora sustituimos (1.12) en (1.11). De esta forma, la primera ecuacién del
sistema queda:

12 (V2¢o + V21 + 1t V3o + ) + boas + 112 b12s + 1t Pz + ... = 0. (1.13)

Agrupamos los términos del mismo orden.

P o =0, (1.14)

W21 Vg + drae =0, (1.15)

pts V201 + ¢os. = 0. (1.16)

Hacemos lo mismo para la condicién de contorno de (1.11) en la que z = —h.
2

(¢Oz + ,U«Qd)lz + N4¢2z + ) + %htJF (1.17)

+u?(Voo + u?Vo1 + u*Veo + ...) - Vh = 0,

s o, =0, (1.18)
h

2 ¢1z+f+v¢o-w:o, (1.19)

pts o, + Ve - Vh=0. (1.20)

De las ecuaciones (1.14) y (1.18) podemos concluir rdpidamente que la va-
riable ¢p no depende de la componente vertical z; es decir, ¢g = ¢o(z,y,1).
Definimos ahora el vector velocidad horizontal

U(z,y,t) == Vo, i = (u,v)T. (1.21)
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A continuacién, observamos que la expansiéon de la ecuacién de Laplace
en potencias de u? nos da relaciones de recurrencia entre ¢g, ¢1, ¢, .... Por
ejemplo, utilizando (1.15) podemos expresar ¢ en funcién de las derivadas

de ¢0.

P12 = =V - U (1.22)

Como V - 4 no depende de z, integramos (1.22) facilmente respecto de z y
obtenemos:

¢1. = =2V - i+ C(z,y,1), (1.23)
donde podemos encontrar C(z,y,t) mediante la ecuacién (1.19),

h h
¢1Z:—f—v¢o-w:—f—ﬁ.w.

Igualando ahora esta dltima ecuacién y (1.23) en z = —h, obtenemos el valor
de C(z,y,t).

h h
AV i+ C(z,y,t) = —f—ﬁ-Vh(z}C’(m,y,t) = —?t —@-Vh—hV-1i.

Sustituyendo finalmente C(x,y,t) en (1.23) llegamos a que
N
¢1z:—(z+h)v-u—?—u-Vh. (1.24)

Integramos de nuevo respecto de z y conseguimos la siguiente expresién para
P11
¢1:—§(z+h) V-di—z|—+u-Vh|+Ci(x,y,t). (1.25)
€
En este caso tomamos Cf(z,y,t) = 0, ya que necesitariamos mas términos
de la expansién asintética para determinar la funcion Cp y solamente esta-

mos buscando una de las ecuaciones més simples de Boussinesq.

Ahora determinamos ¢9. Para ello, utilizamos la ecuacién (1.16) y expre-
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samos ¢s,, en funcién de las derivadas de ¢1.
2 2 (1 2w 2 he
$2.. == V71 =V §(Z+h)V'u +Velz ?Jru-Vh =
1 h
=V {v (2(z+h)2v.ﬁ>] +Vv? [z <;+U-Vh>] =
1 2 e d 1 2 —
=V |V 5(z—|—h) V'u—|—§(z—|—h) V(V-a)| +
1
z <6V2ht+v2(ﬁ'Vh)> =
1
=V [(z +h) VAV i+ 5 (2 + h)*V(V - ﬁ)} +

z (1V2ht + V2(ii - vm) = (1.26)
=(|Vh|>V - i+ (2 4+ h)V?hV - @ + (2 + h)VRV(V - @)+
4 <(z FRVAV(V )+ 3 (= + hY TV ﬁ)) 4
z Cv?ht + V(4 - Vh)> =
=(|Vh|* + (z + h)V?h)V - i@ + 2(z + h)Vh - V(V - @)+
ot VAV )+ 2 <1V2ht + V(@ Vh)> .

Integramos (1.26) respecto de z.

P2. = <th|2 (z+h) V2h> V-i+ (24 h)?*Vh-V(V - i)+
1 2 :
+ GV D) % ( V2h, + V(i Vh)) + (1.27)
+ CQ(x,:% )
Para obtener Ca(z,y,t) utilizamos la ecuacién (1.20) en la que z = —h,

sustituyendo ¢, por la expresién de (1.25); es decir:
S he
¢2, = —V¢1- V=V (z+h)V-u+z ?—i-u-Vh -Vh =
1 1
= [(z + h)VhV - i+ 5(2 +h)2V(V - @) + 2 <€Vht + V(u- Vh))} - Vh.
Sustituimos z = —h y obtenemos:

¢2. = —h Cvm + V(i - Vh)> - Vh. (1.28)
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Finalmente, igualamos (1.27) y (1.28) y teniendo en cuenta que z = —h,
llegamos a que

h? (1
Cy(z,y,t) =h|Vh|*V - 7 — 3 <€V2ht + V(i - w)) +
1
—h (Evm + V(i - Vh)) - Vh.
En resumen,

1
2. = (= + VAP + (4 17V20) 0t

1
+ (24 h)2Vh-V(V - i) + s+ h)3VA(V - i)+

22— h2
2

(1.29)

1
<6v2ht + V(i - Vh)) +
1
—h <€Vht + V(- w)) - Vh.

Integramos (1.29) nuevamente respecto de la variable z y obtenemos la ex-
presion para ¢s:

h)2 1 h)?
<b2=<(z+2 ) |Vh|2+6(z+h)3vzh>v-ﬁ+(z+ ) Vh-V(V i)+
1 42 — 23 1 2 20~
+ =+ WVAV @) + = =V 4+ V(@ - V) ) +
24 6 \e
h? (1
- "’7 <€v2ht + V(i - Vh)> + (1.30)

1
—zh <6Vht —+ V(ﬁ Vh)) -Vh+ C3($7y7t>'

Aligual que hemos hecho antes con la funcién C (z, y, t), igualamos Cs(z, y, t)
a cero.

Nota: En este estudio vamos a restringir nuestra atencion a términos de
dispersion de hasta orden O(u?). Asumiremos que

€
S:=— =0(Q).
112
De esta forma, no prestaremos atencién a términos de orden O(e?) y O(eu?)

ya que
e =8%t =0, e’ =Sut =0

Dicho esto, estamos preparados para derivar las ecuaciones disipativas de
Boussinesq en su forma maés simple.
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Para empezar, sustituimos la expansién asintética (1.12) en la primera con-
dicién frontera de (1.11):

0
962+ 121 + ptda. = pny + eu® Vo - Vi + O(u + eut), 2 =en. (1.31)

Por una parte, sabemos que el primer término de la izquierda es 0 por (1.18).
Por otra parte, podemos evaluar ¢1, v ¢9, en la superficie libre z = en
utilizando las expresiones (1.24) y (1.29), respectivamente:

P12 2men = — (en + h)V - T — % — - Vh.

P2z|e=en = ((en +h)|Vh|* + % (en + h)? V2h> Vit
+ e+ RPVR-V(V0) + g(en + W)YV i)+
. €22 — h?

1
5 (Ev% + V(i - Vh)> +

1
—h <6Vht + V(i - Vh)) - Vh =

=h <|Vh|2 + gv2h> V -+ h*Vh-V(V - i)+
L 32 N 2=
+ GhVAV ) = o (VPR V(- V) )| +

_h (1Vht + V(@ Vh)) Vh+0(e).

También evaluamos ¢1 y ¢1¢ (usando (1.25)) en la superficie libre, ya que
las utilizaremos mas adelante.

1 h
D1]o=en = — 5(617+h)2v-11'—677 <6t+ﬁ'Vh). (1.32)
1 .
¢1t|z:6n = - (677 + h)htV - — 5(677 + h)QV U — ’f]htt—l- (133)
— 6771115 -Vh— 677’L_l: . Vht

Sustituyendo las primeras expresiones de arriba en (1.31) y reteniendo sola-
mente los términos de orden O(e + p?):
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h
2 [—(en+h)v T f — a'Vh] +

+ut|h (Vh|2 + Zv%) V.-d+h®Vh-V(V- ﬁ)} +

1. h? (1
+ 6h3V2(V (i) = (ev%t + V(i - vm)] -

[ 1
+ut | —h <€Vht + V(- vm) : Vh] = 120, + >V - V.

Podemos simplificar esta expresién eliminando el pardmetro p? y recordando
que para el orden cero (1°) hemos definido en (1.21) el vector velocidad
horizontal como 4 = V¢y.

h
77t+6ﬁ-V77+(en+h)V'ﬂ+f+ﬁ'Vh:
h
= [h <|Vh|2+2v2h> Vi + hQVh~V(V-ﬁ)] +
h2

1 1
+ u? [6h3vz(v (i) — <€V2ht + V(i - Vh))] -

1
+ 2 [—h <6vm + V(i - Vh)> : Vh] :
Y reordenando algunos términos obtenemos

AV - ((en + h)i) =

1

M2h2 213
:—6<1+ V2+u2th-V>ht+

wh
6

5 VAV - i)+

h 1.34
+ u?h K|Vh]2+2v2h> V-i+ th-V(v-ﬁ)} - (1:34)

h
— u?h (vw. Vh) - Vh+ 5v%z- Vh)) .

La ecuacion para la evolucién del campo de velocidad se deriva de forma
similar usando la segunda ecuacién frontera de (1.11). La derivacién depen-
derd del modelo disipativo que elijamos. Para ambos modelos, lo que hay
que hacer es evaluar ¢1, ¢11 ¥ ¢1., en la superficie libre z = en y sustituir
estas expresiones en la forma asintética de la segunda ecuacion frontera de
(1.11); es decir, de

2 . 0
1% (ot + 2 d1e) + %\V%\Z + §M+ PP+
€ 0
+; (G0 #20122) + Olen” +41%) = 0
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si escogemos el segundo modelo de disipacion.
Recordando que ¢p, = 0 por (1.18) y que Vo = 4 (definido en (1.21)), la
ecuacién de arriba queda

2 (Gor + 1) + 652172 + 420 + Eﬁjqﬁlzz = O(ep* + u®).

A continuacién, sustituyendo ¢1; y ¢1,, de (1.33) y (1.22), respectivamente,
en la expresién de arriba:

L1 R
bor + 12 <—(677 + h)hV i — 5(677 + h)2V Uy — nhy+

—endy - Vh—enii-Vhy | + <@ +19— —V @ = 0.
2 Rs

Y suponiendo que h es constante (y por tanto, con la superficie libre z = en
constante en cero) obtenemos la ecuacién para el segundo modelo:

2
Gou+ G 1= V= WY iy = 0, (1.35)

Hacemos lo mismo para el primer modelo de disipacién. La segunda ecuacién
frontera de (1.11) en forma asintética es

€ 2 € 0
12 (ot + p*¢1e) + %\V%\z + §M+ 20+

(G0 +261) + Olep* + ) = 0.

Sabemos que ¢, = 0 por (1.14) y Vo = @ por (1.21). Sustituyendo ¢1, ¢1¢
y ¢122 de (1.25), (1.33) y (1.22), respectivamente, evaluadas en z = en y
dividiendo la ecuacién de arriba por p? tenemos

1
Por + p <—(677 + h)hV - U — 5(677 + )2V - G — nhy+

—enily - Vh— enii - Vhy | + <ii® + 0+ —— o+
2 ,u,Rl
1 h
};(—2(en+h)2v-ﬁ—en<;—i-ﬁ-Vh))—0.

Por dltimo, suponemos de nuevo que h es constante y, por tanto, que la
superficie libre z = en es constante en cero. De esta manera, obtenemos la
ecuacién para el primer modelo:

bot + @B AN+ o — ——h2V - T 129 0, — 0 (1.36)

—U —— ¢ — —— U= = -y = 0. .
0T T 2R 0T oR, 2 t

El ultimo paso para obtener las ecuaciones de la evolucion de la velocidad
es derivar (1.36) y (1.35) respecto a las coordenadas horizontales.
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De esta forma, juntando la ecuacién (1.34) y las (1.35) y (1.36) derivadas, las
ecuaciones de Boussinesq para el primer y segundo modelo, respectivamente
son las siguientes:

212 213

1 h h
m+v-((en+h)m=—€<1+“2v%;ﬂwh.v) ht+“6 V(V - @)+

h
+ u?h [(yvm? + 2V2h> V-ii+hVh-V(V- ﬁ)} +
2 — hoo, -
—uh(V(u-Vh)-Vh+2V (u-Vh)).

‘i S V(Y- @)+

€
MODELO 1: @+ -V@&®+Vn+ —i —
Ut+2 u- + "7+M2R1u SR,

MQ
— ?V(hQV -iiy) = 0.
2

MODELO 2: @, + %v# + vy — Riv2 i — %V(hQV LiTy) =0,
2

donde la primera ecuacién es comun en los dos casos.

En el préoximo capitulo estudiaremos variantes de las ecuaciones de Boussi-
nesq, siendo el caso de las ecuaciones acopladas las mas similares a las de
arriba indicadas.



Capitulo 2

Resolucién analitica de
Ecuaciones de Boussinesq
con el método de la tangente
hiperbdlica

En este capitulo resolveremos analiticamente diferentes variantes de la ecua-
ciéon de Boussinesq utilizando el método de la tangente hiperbdlica, el cual
permite encontrar soluciones con forma de ondas viajeras. Las soluciones
que obtendremos seran de tipo solitén. Las variantes de Boussinesq que re-
solveremos son las siguientes:
La ecuacion cibica de Boussinesq:

Utt — Ugpy — Uggezr T (u )mz =Y,

las ecuaciones de Boussinesq acopladas:

Ut + Vg + utgy =0
vy + (Uu)a: + Ugzr = 07

la ecuaciéon de Boussinesq estandar:
aw =0
Ut — Ugy — Ugzzx — (u )wx =Y,
y la ecuacién estandar de Boussinesq mejorada:

Uttt — Ugyx — Ugatt — (u2)mc = 07

2.1. Meétodo de la tanh

Existen varias técnicas matematicas para resolver la ecuacién de Boussinesq.
El método que estudiamos en este capitulo es el de la tangente hiperbdlica.

15
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Este método estd basado en la suposicién de que las soluciones de las ondas
viajeras pueden expresarse en términos de la funcién tanh, y se utiliza para
encontrar soluciones exactas de ecuaciones diferenciales no lineales

P(u, ug, ug, gy, ...) = 0, (2.1)

donde P es un polinomio de u y sus derivadas.

Antes de nada, consideramos el siguiente cambio de variable: £ = kx — At.
De esta forma, u(x,t) = U() vy, con la regla de la cadena, obtenemos las
siguientes relaciones:

0 _00c_ d 0 _,d O ,d
ot ocot  Td¢ ox  dE Ox? T de?’ (2.2)
PO d
dx3 g3’ Oxt gt
Asi, la ecuacién (2.1) se reduce a la ecuacién diferencial ordinaria
QU, U U",..)=0 (2.3)

siendo @ otro polinomio.

A continuacién, integramos (2.3) y elegimos que las constantes de integra-
cién sean cero ya que queremos soluciones de tipo soliton; es decir, de ondas
solitarias que se propagan sin deformarse en medios no lineales y que decaen
a cero para |z| — oo.

Antes se ha dicho que el método de la tangente hiperbdlica esta basado en
la suposiciéon de que las soluciones de las ondas viajeras pueden expresarse
en términos de la funcién tanh. Por esta razén, el primer paso es introducir
la nueva variable independiente

Y (z,t) = tanh(&), (2.4)
con la que obtenemos que
d dY d ¥ 9 d
—_—=——= — —. 2.
d¢  d¢ dY ( )dY (2:5)

*(tanhz)’ = 1 — tanh® z, resuelto en el apéndice A.1.
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Utilizando la regla de la cadena,

d27d oy d )
i e (175 -

()i (3)

(Y d gy gy Y 2.6
_<d§dY(1 Y)>dY+(1 Y>d§dY(dY>_ (26)
_ 2 d 2 2 d2 _
=1 -Y)(=2Y) o + (1 -Y)A -V ) s =
— ova-v)-L 4 Y22—d2
=Ygy Y Gy
L aa-vyevi o)L Ceva-vr ooyl e
de3 dy dy? ays 7

La resolucion de la tercera derivada podemos encontrarla en el apéndice A.1.

El segundo paso es expresar la solucién de la siguiente forma:
m .
u(z, ) =UE) =) a;Y" (2.8)
i=0

donde el pardmetro m se obtiene al igualar los términos lineales y los no li-
neales de mayor orden de (2.3). Por ltimo, se determinan k, A, ag, a, ..., am
sustituyendo (2.8) en (2.3) e igualando los coeficientes de Y coni = 0,1, ..., m
a cero.

A continuacién, vamos a aplicar el método a las ecuaciones mencionadas
anteriormente.

2.2. La ecuacién cubica de Boussinesq
La ecuacion cibica de Boussinesq
Ut — Upg — Uzzzr T 2(u3)x1‘ =0, (29)

describe los movimientos de ondas largas en aguas poco profundas bajo gra-
vedad, en un modelo unidimensional.

Para resolverla [5], empezamos haciendo el cambio

u(z,t) =U(§) con & =kx — M. (2.10)
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De esta forma, usando las expresiones (2.2), la ecuacién (2.9) queda trans-
formada en

(/\2 _ kQ)U// _ k4U//H + 2/{:2([]3)” =0, (2.11)
donde ’ denota la derivada con respecto de .
Integramos (2.11) dos veces y elegimos las constantes de integracién igual a

cero.

(N —EHU — K'U" + 2K°U2 = 0. (2.12)

A continuacién, basdandonos en el método de la tanh, asumimos que
m .
U@ =) aY',  Y(x,t) =tanh(). (2.13)
i=0

Utilizando de nuevo los célculos realizados en (2.5) y (2.6), pasamos de las
derivadas con respecto de £ a derivadas con respecto de Y, obteniendo la
siguiente ecuacién:

dU
A\ - U — & <—2Y(1 - Y2)W +(1-Y?)

,d2U

dY?) +2K°U% = 0. (2.14)

Para obtener el valor de m, igualamos el término lineal de mayor orden
(%) con el término no lineal de mayor orden (U?) de (2.14). El término
ctibico tendré la potencia mas alta 3m, y el término lineal tendra la potencia

44+ (m—2)deY*yde zllQT[é, respectivamente. Entonces,

3Im=44+m—2 < m = 1.

Por tanto, U(§) = ag + a1Y con ay # 0. Sustituimos en (2.14), con g—g =a

y g% = 0, y obtenemos la siguiente ecuacion:
(A2 = k) (ap + a1Y) — EY(=2Y (1 — Y?)a; + 2k%(ap + a1Y)? = 0. (2.15)

Por dltimo, igualamos los coeficientes de Y* con ¢ = 0,1, 2,3 a cero y resol-
vemos el sistema de ecuaciones que nos queda obteniendo asi la solucién a
la ecuacién (2.9).

(A2 — k?)ag + 2k%a} =0

(A2 — k?)ay + 2k%a; + 6k%a3al =0
6k%apa? =0

2k?a3 — 2k*a; =0

(2.16)

Cogiendo la cuarta ecuacién y eligiendo 2k%a; factor comiin, tenemos que
2k%ay(a? — k?) = 0. Como a; # 0; sabemos que a3 — k* = 0 & a; = +k.
Sabiendo esto, de la tercera ecuacién podemos deducir que ag = 0. Por
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altimo, sustituyendo los valores de ag y a1 en la segunda ecuacién, llegamos
a que M’k — k% 4+ 2k% = 0 y obtenemos el valor de A en funcién de k:
A = +kv/1 — 2k2. En resumen, la solucién de (2.16) es:

ap=0, a;==xk, \==xkV1-—2k2

En el apéndice A.2 se encuentra el programa escrito en MATHEMATICA que
resuelve el sistema (2.16).

De este modo, la solucién de (2.9) es:

1
u(z,t) = £k tanh (km R AVAE 2k2) , k< 7 (2.17)

A continuacién, se muestran las graficas en 3D de la solucién para dos valores
distintos de k.

1
k o
V2

Figura 2.1: Gréfica 3D de u(z,t) dada en (2.17) para k = \% y k=1t

Observamos que el valor del parametro k afecta a la amplitud y a la velocidad
de la ola.

2.3. Ecuaciones de Boussinesq acopladas

Las ecuaciones de Boussinesq acopladas

U + Vg + utly = 0, (2.18)
v+ (Vu) g + Uggr = 0, (2.19)
se presentan en ondas de aguas poco profundas para un flujo de fluido de

dos capas. Esta situacion se produce, por ejemplo, cuando hay un derrame
accidental de petréleo de un barco que da lugar a una capa de petréleo que
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flota por encima de la capa de agua.

Comenzamos a resolverlas [5] haciendo el cambio

u(z,t) = U(§)

ol t) = V() (2:20)

donde & = kx — At.

Aplicamos este cambio a las ecuaciones en derivadas parciales (2.18) y (2.19),
obteniendo:

AU+ kV'+ kUU' =0, (2.21)
AV + k(V'U+U'V)+ KU = 0. (2.22)

A continuacién, asumimos de nuevo que
U€) =Y aY', V(=) bY" (2.23)
i=0 i=0
donde Y (x,t) = tanh(¢).

Haciendo uso de los calculos realizados en (2.5), (2.6) y (2.7), llegamos a
que el sistema de ecuaciones queda:

dU av dU
_ _ AN o AN _ 2\ —
AM1-Y )dY +Ek1-Y )dY + kU1 -Y )dY 0, (2.24)
dU d2U d3U
3 . 2 2 e . 227 ¥ . 2\3% ¥
E*12(1 -YH(3Y 1)dY 6Y (1 —Y?) vzt (1-Y? i + -
av av dU
—_ _— 2 — — 2 —_— —_— 2 _—
AM1-Y )dY +kU(1-Y )dY +EV(1-Y )dY 0.

Para determinar m y n, igualamos los términos lineales de mayor orden con
los no lineales de mayor orden de (2.24) y (2.25). En este caso, para la prime-
ra ecuacion tenemos j—g y %/, como términos lineales, y U g—gj, como término
no lineal. De modo que 24+m—14+24n—1=2+m+m—1. En cuanto a la
segunda ecuacién, el término lineal de mayor orden es leTUg y los no lineales
son Ug—}‘f y V;{—g. Entonces, 6+ m -3 =24+m+n—-14+24+n+m— 1.
Resolviendo este pequefio sistema, concluimos que m =1y n = 2.

Por lo tanto,
U(§) = ap + a1, ay # 0,

2.26
V() =bo+b1Y +bY? by #0. (226)

Ya sabemos la forma que tienen U y V. Lo tinico que nos queda es determinar
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el valor de los coeficientes. Para ello, sustituimos estas expresiones en (2.24)
y (2.25), y resolvemos el sistema resultante de igualar los coeficientes de Y
(Vi=0,1,2,3,4) a cero.
El sistema de ecuaciones no lineal que queda es el siguiente:
(kagay + kby — Xa; =0
2kby + ka2 =0
—Ab1 + kagby + kaibg — 2k3a; =0 (2.27)
—Abg + kagbs + ka1by =0
[ a1b2 + 2k2%a; = 0.

Y su solucién, calculada con el programa MATHEMATICA del apéndice A.3,
es:

ap = ar = £2k, by =2k%, b =0, by=—2k>

E:
De manera que la solucién de (2.18)-(2.19) es:

u(z, t) = % + 2k tanh(kxz — At),
v(x,t) = 2k% sech?(kxz — At).

(2.28)

Por tltimo, se muestran las gréficas en 3D de las soluciones de u(z,t) y
v(z,t).

Figura 2.2: Gréfica 3D de u(z,t) y v(x,t) dadas en (2.28) para k = 1y
A= L

2.4. La ecuacién de Boussinesq estandar
La siguiente ecuacién que resolveremos es la ecuacion estandar de Boussi-

nesq:
Utt — Ugy — Ugzzx — (u2)mc =0. (229)
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Comenzamos haciendo el cambio
u(z,t) =U(§) con & =kx — M, (2.30)

y utilizando las expresiones (2.2), la ecuacién (2.29) queda transformada en
la siguiente ecuacién diferencial ordinaria donde, nuevamente, ’ denota la
derivada con respecto de &:

(N —E)U" - kU™ — K*(U?)" = 0. (2.31)

A continuacién, integramos (2.31) dos veces respecto de £ y elegimos las
constantes de integracién igual a cero.

(N —E)U - K*U" — K?U? = 0. (2.32)

Basandonos en el método de la tanh, asumimos que
m .
U@ =) aY',  Y(x,t) =tanh(), (2.33)
i=0

y utilizando (2.5) y (2.6), pasamos de las derivadas con respecto de £ a

derivadas con respecto de Y. Obtenemos la siguiente ecuacion:

o d*U
dy?

dUu

A\ —kHU — &k <—2Y(1 ~ Y= +(1-Y? ) —kK*U? =0. (2.34)

ay

Para determinar el valor de m, igualamos el término lineal de mayor orden
2
(ddv) y el no lineal de mayor orden (U?) de (2.34). De este modo, el término
cuadratico tendrd la potencia 2m, y el término lineal tendra la potencia
2
44 (m—2)deYiy ddﬁ, respectivamente. En tal caso,

2m =4+m — 2 & m = 2.

Por tanto, U(§) = ag+a1Y +azY? con ag # 0. Sustituimos ahora en (2.34),

du _ U _ P AN
con gy = a1+ 2a2Y y 955 = 2ag, y obtenemos la siguiente ecuacion:

(A2 — k%) (ag + a1Y + aoY?) — E*(—2Y (1 — Y?)(a1 + 2a2Y )+
2

+2a5(1 — Y2)2) — k2(ag + a1Y + a2Y2)? = 0. (2.35)

Por dltimo, encontramos los valores que toman los coeficientes ag, a1, as, k, A
resolviendo el sistema resultante de igualar los coeficientes de Y* a cero,
donde 1 = 0,1, 2,3, 4.

(A2 — kY ag — 2k*ay — k%a3 =0

(A2 — k)ag + 2k*a; — 2k%agal =0

(A2 — k%)ag + 8k*as — k%a; — 2k%agaz = 0 (2.36)
2k*a; + 2k%a1a2 = 0

6k4a2 + k2a2 =0.
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Obtenemos dos soluciones, calculadas con MATHEMATICA en el apéndice A4,
para (2.36):

ap =2k a1 =0, as=—6k* \=xk\1—4k2. (2.37)
ap = 6k% a1 =0, ay=—6k* \=+kV1—4k2 (2.38)

Finalmente, tenemos dos soluciones distintas de (2.29).

CASO 1:
u(z,t) = 2k* — 6k* tanh?(k(z F t\/1 — 4k2)). (2.39)

CASO 2:
u(z,t) = 6k% — 6k* tanh?(k(z F /1 — 4k2t)) =

= 6k? sech?(k(z F tv/1 — 4k2)).

En ambos casos, |k| < 3.

(2.40)

A continuacién, se muestran las graficas en 3D de ambas soluciones para

un valor de k£ = %

uixt uixt)

Figura 2.3: Gréfica 3D de las funciones u(z,t) en (2.39) a la izquierda y
u(z,t) en (2.40) a la derecha, para un valor de k = 1.

2.5. La ecuacién de Boussinesq estandar mejorada

Finalmente, resolvemos la ecuacién de Boussinesq mejorada,
2
Utt — Ugpy — Ugztt — (u )mc =0, (241)

siguiendo los mismos pasos que en los ejemplos anteriores.

Primero, hacemos el cambio

u(z,t) =U(E) con & =kx — M, (2.42)
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y utilizamos las expresiones (2.2) con el fin de que la ecuacién (2.41) quede
transformada en la siguiente ecuacién diferencial ordinaria

()\2 _ k‘2)U” _ kQ)\QU//// _ k,Q(U2)// =0, (2‘43)

en la que ' denota la derivada con respecto de &. Integramos (2.43) dos veces
respecto de £ con constante de integracién igual a cero.

(N2 —E)U — E2XN2U" - K*U% = 0. (2.44)

Basandonos ahora en el método que estamos utilizando, asumimos que la
solucién U () viene dada por:

U@ =) aY',  Y(x,t)=tanh(). (2.45)
=0

De manera que utilizando los cdlculos (2.5) y (2.6), pasamos a tener deriva-
das con respecto de Y, obteniendo asi la ecuacion

2
(N2 —E2)U — E*\? <—2Y(1 - YQ)@ +(1— YZ)Q%

—K2U%?=0. (24
v >kU 0. (2.46)

Como hemos hecho en otras ocasiones, para determinar m igualamos el
’ . . 2 .
término lineal de mayor orden (%) y el no lineal de mayor orden (U?) de

la ecuacién (2.46). De este modo,
2m =4+ m —2 = m =2,

y por tanto, U (&) = ag + a1Y + asY? con ag # 0.

Sustituyendo esta ultima expresién en (2.46),

(A2 — k%) (ap + a1Y + aoY?) — E2A2(=2Y (1 — Y?)(a1 + 2a2Y)+

F205(1 - Y2)?) = K0 + arY + apV?)2 = 0. (2.47)

E igualando los coeficientes de Y* (Vi = 0,1,2,3,4) a cero, conseguimos el
siguiente sistema de ecuaciones:

(N = k?)ag — 2k*N\2ay — k2aZ = 0
A2 — E2)a; 4+ 2k2X%a — 2k2apal =0
(
()\2 - ]{ZQ)QQ + 8k2)\2a2 — k2a1 - 2k2a0a2 =0 (2.48)
2k2A2a1 + 2]62(11&2 =0
6k>N2as + k2az = 0.

Resolvemos (2.48) mediante un programa escrito en MATHEMATICA (ver
apéndice A5) y obtenemos dos soluciones:

6k> 6k> k
Sl =% @@= oo A 2

apg =
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2k? 6k> k

e — = = - )\ = :l:—. 2.50

ap 1 +4k27 ai 07 a 1 +4k27 1 —|—4k2 ( )

Finalmente, tenemos dos soluciones distintas de (2.29).

CASO 1:

(z,t) = — il + 6k” tanh? ( k (= ;t =
et =" e T e TaAoae)) "

= 6—k2 sech? [k ( z ;t
1 —4k2 ]F\/1—4k2 '
CASO 2:

(2.51)

oy =2 2 (ke (2.52)
U =T T T T irae ) '

Para terminar, se muestran las grificas en 3D de ambas soluciones para un

valor de k = %

uixt ux,t)

Figura 2.4: Gréfica 3D de las funciones u(x,t) dada en (2.51) a la izquierda
y u(z,t) dada en (2.52) a la derecha, para un valor de k = 1.






Capitulo 3

Resoluciéon numérica de la
Ecuacion de Boussinesq
Mejorada

Entre las ecuaciones que hemos resuelto en el capitulo anterior se encuen-
tran la ecuacién estandar y la ecuacion estandar mejorada de Boussinesq.
La primera de estas describe un gran nimero de fenémenos de las olas dis-
persivas no lineales como, por ejemplo, la propagaciéon en ambas direcciones
de olas largas en superficies de aguas poco profundas. Sin embargo, esta
ecuacién presenta una inestabilidad en olas de longitud de onda corta y, por
eso, se conoce también como “la ecuacién mala” de Boussinesq. Debido a
este problema se propuso la ecuacién de Boussinesq mejorada: una ecuacién
fisicamente estable y apropiada para realizar simulaciones numéricas.

En este 1ltimo capitulo procedemos a resolver numéricamente esta ecuacién
utilizando un método en diferencias finitas y terminamos con una simulacién
numérica de la ecuacién utilizando el programa hecho con MATHEMATICA
y descrito en el apéndice B, siguiendo el trabajo de Dursun Irk e Idris Dag [4].

Dicho esto, nos centramos en la ecuacién de Boussinesq mejorada con las
siguientes condiciones iniciales y de contorno:

Upt — Ugg — Uggtt — (U2) gz = 0, (z,t) € [a,b] x [0,T],
u(z,0) = f(x), x € [a,b],
ut(x,0) = g(x), x € la,b],

u(a,t) = u(a,t) =0, t>0,
uz(a,t) = ug(a,t) =0, t>0,
| Uaz(a,t) = uga(a,t) =0, t>0,

27
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donde u = u(z,t) es una funcién suficientemente diferenciable y los subindi-
ces ¢ y t denotan las derivadas parciales respecto al espacio y tiempo, res-
pectivamente, de u(z,t).

3.1. Meétodo de Diferencias Finitas

En un método de diferencias finitas se divide el dominio de la solucién del
problema en una red con un numero finito de puntos de malla. Después, se
reemplazan todas las derivadas en cada punto por aproximaciones en dife-
rencias finitas, convirtiendo el problema de ecuaciones diferenciales en un
problema algebraico que hay que resolver [6].

En nuestro caso, discretizamos el plano espacio-tiempo (z — t) con una red
de paso k para el espacio y h para el tiempo.

r+l.s

De esta forma,
w(zs, ty) = u(s k,r h) = u(s Az, r Aty) = ugs, = uy,

donde u}, representa el valor exacto de u(z,t) en cada punto de malla con
r=20,1,2,...y s =0,1,2,..., N. También, utilizaremos la notacién U] para
representar el valor numérico de .

3.1.1. Discretizacién del tiempo

En primer lugar, aproximamos la segunda derivada respecto del tiempo me-
diante una aproximacién en diferencias finitas central:

Ur+1 —2Ur + Urfl
h2

(Un)" = +0(n?),

donde O(h?) es el error de truncamiento de orden cuadratico.
Ahora sustituimos las derivadas respecto del espacio por una aproxima-
cién implicita con ponderacién variable. Teniendo en cuenta que (u?)y; =

(2uug)y = 2u926 + 2uu,, la ecuacion de Boussinesq mejorada es:

2
Ut — Ugg — Uggtt — 2UUge — 2u;, = 0.
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Entonces, en diferencias finitas tenemos

Ut — o 4 UL .
h2 - (al(wa)T+1 + QQ(UxQZ)T + 053(U3:x)r 1)+

(Uza)™*! = 2(Usa)" + (Uaw)"™*
— 200 U™ + U + azU" ) (a1 (Upe) ™ + a2 (Upa)” + a3(Usa)" ™)+

— 2( (Up)™ + o (U)" + a3(U,) 12 =0,

donde aq, as, a3 € R tal que a1 + ag + a3 = 1.

Reordenando los términos obtenemos:
U™ = 20203 (Upe)™™ = 2020100 (Upge)” — 2h2aras(Uys)"+
+ (Up) =222 (U,)™ ™ — 4h?a1a0(U,)" — 4h%aras(Uy) 4+
+ (Um)rﬂ[—l — h2a; — 2h%aaU" — 2h2oz1a3UT_1] =
=U"[2+ 21203 (Ups)" + 2h2agas(Ugs) )+
+ U™ =1+ 2h%a0a3(U7,) + 2h% 03 (Uge)"+
+ (U)"[2h203(U,)" + 4h?anas(Uy) L+
+ 20203 (U,) UL + (hPag — 2)(Ups)"+
+ (h2az 4+ 1)(Uge)" L.

El error de truncamiento de la discretizaciéon del tiempo va a depender de
los valores que demos a los pardmetros «; (i = 1,2, 3).

h2[(utt)r - (041 + oz + a3>(ua:ac)r - (uxmtt)r - 2(@1 + a2 + a3)2uT(uxx)r+
o1 4+ g + a3)2(ux)r(ux)r] + h3[(o<3 — 1) (Ugzet)"+
% (ue) (tga) "+

_ 2(
— 2(a3 — al)(al + a9 + a3
+4( ?(ua)" (uat)"+

~— —

ag —aj)(a] + o +as

+2(a3 — 1) (o1 + a2 + az)u (uger)"] + h? [ —2(az — a1)?(uat)" (ugt)” +

[0 «
— (ag + o) (o + a2 + az)u (Ugen)" + (— 5 — =
2 2

) (u:r:rtt)r+

(uzxtt)r
12

—2(a3 — 1) *(ug)" (Uaet)” — (a3 + a1)(ay + g 4+ a3) (ug)" (uee) +

IS
. (um:tttt) 4o 0.
12 h—0

+

— 2((13 + ozl)(al + s + ozg)(ux)T(uztt)T—F

Como el error de truncamiento tiende a cero cuando h — 0, el método
es consistente en cuanto a la discretizacién del tiempo. En particular, si
a1 = a3 = 1y ag = —1 el error de truncamiento es de orden O(h?*) ya
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que lo que multiplica a h3 en la expresién de arriba se anula por los valores
de « escogidos, y lo que multiplica a h? es cero por ser igual a la ecuacién
de Boussinesq mejorada. En cambio, si a; = ag = % y a3z = 0 obtenemos
un error de truncamiento de orden O(h3) ya que tinicamente se anula lo
que multiplica a h? en la expresién de arriba. Esto da lugar a dos varian-
tes del método de diferencias finitas que se diferencian en el orden de la
discretizacion del tiempo.

3.1.2. Discretizacién del espacio

A continuacién, aproximamos la primera y segunda derivada mediante una
aproximacion en diferencias finitas con 5 puntos de malla espacial discreti-
zada:

1

(U:p)s = m(_UerZ + 8Us+1 - 8U571 + U572) + O(k4)7 (33)
1
(Use)s = W(fUHQ + 16Ugy1 — 30U, + 16U,_1 — Uy_3) + O(k*). (3.4)

Sustituimos (3.3) y (3.4) en (3.2) y obtenemos la aproximacién en diferencias
finitas de la ecuacién de Boussinesq mejorada.

A
MUTH ¢ 122]{;(_(];“121 +8U = 8UIH + U ))+ .
3.5
A3 .
Ton? (—UL + 16U — 30UT+! + 16U T — Ult)) = Ay,

donde
A =1 — 21203 (Upy)"™ = 202100 (Ups )t — 2h%ara3(Upe) 1,
Ao = — 2h%a3 (U,)"H — 4h?araa(U,)" — 4h*aras(U,)" L,
A3 = —1—h%a; — 2h%a1aoUT — 2R% 03U 1,
A =UT[2 + 2h202(Upe ) + 2h2anas (U, )"+
+ U =1+ 2h%ana3(Uygs )" + 20203 (U )"+
+ (U2)5[2h2a3(Uy )y + 4hPanas(Uy )]+
+ 2h20‘§(Um);_1(Ux)g_l + (hQO‘Q = 2)(Uza)s + (h2043 + 1)(Um)g_1-

Podemos reescribir (3.5) de la siguiente manera:

oA 2\ 4X 5
U;“+21[ y ) ]+U§+11 {2+3]+U§+1 {A13}+

12k 12k2 3k 3k2 2k2
2N 4\ A A (36)
r+1 | 222 | 2A3 el |_ A2 A8y
Vst {Sk * 314;2} T Vet [ 12k 121@2} 4‘

Ahora estamos ante un sistema de N 41 ecuaciones y N + 5 incégnitas para
s=0,1,..,N—1,N.
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Si tenemos en cuenta las condiciones de contorno de (3.1),

(U:c)6+1 = (UI)TN—H =0,

(Uxoc)6+1 = (Um)rNJ’_l =0,
podemos eliminar las variables Ufgl, Uf{l, U};ffrll y U};[TQ del sistema, queddndo-
nos con un sistema de ecuaciones cuya matriz penta-diagonal es de dimen-
siones (N + 1) x (N +1).

Como el sistema (3.6) requiere 3 pasos de tiempo, se necesitan 2 condiciones
iniciales. Por lo tanto, necesitamos determinar U? y U} para s = 0,1, ..., N.
La primera podemos calcularla facilmente utilizando la condicion inicial del
problema (3.1),

u(z,0) = f(x) = U? = u(z,,0) = f(xs), s=0,1,...,N.

Sin embargo, para determinar la segunda necesitamos utilizar las expansio-
nes de Taylor

h2
Ul =~ u(xs,0) 4 hug(zs, 0) + ?Utt(ﬂ?s; 0),

donde uy(xs,0) = %ut(:vs, 0)|t=0. Una vez obtenidas estas dos condiciones
iniciales, podemos encontrar los valores del resto de los parametros U7+,
(r =1,2,3,...). Como nosotros tenemos un sistema implicito para (U,).*!
v (Uge)"TY, utilizamos el siguiente proceso de refinamiento iterativo para
resolver el sistema.

INPUT tolerancia TOL= 0,0000001,
numero maximo de iteraciones Ny = 50
OUTPUT soluciones aproximadas de (U,) ! y (U)o t!

Paso 1: Fijar i =1
Paso 2: Mientras ¢ < Ny hacer Pasos 3 — 5
Paso 3: Fijar (U,) " = (U,)" = (U,)% y
(wa)§+1 = (Uza)s = (Um)fs
en los coeficientes A1 y Ao y
caleular (U); ™ = (Un)i v (Use)it! = (Usa) 5™
Paso 4: Si |(U,)i! — (U,)¢| <TOL y
(U)o — (Uyz)t| <TOL entonces
OUTPUT (U,) " y (Uus)ttt; (procedimiento completado con éxito)
PARAR
Paso 5: Fijar i =i+ 1
Paso 6: OUTPUT (U,)" ™!y (Uye)ttt
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(después de Ny iteraciones, procedimiento completado con éxito)
PARAR

3.2. Ejemplos numéricos

A continuacion, presentamos soluciones numéricas de la ecuacién de Bous-
sinesq mejorada (3.1) para dos ejemplos distintos. En el primero vemos la
propagacion de la solucién de la ecuacién en forma de soliton, y en el segun-
do la interaccién de dos soluciones de la ecuacién (3.1) en forma de solitén
viajando en direcciones opuestas. Ambos ejemplos los resolveremos con el
método para el que a1 = a3 =1y as = —1.

3.2.1. Primer ejemplo: un tinico soliton

En el segundo capitulo hemos visto que la ecuacién con la que estamos
trabajando tiene una solucién tipo solitén (2.51) con la siguiente forma :

u(z,t) = Asech? <1\/§(CE —ct — :E0)> , c=4/1+ %, (3.7)

donde A es la amplitud de la ola centrada en el punto xy y que viaja a una
velocidad c.

Derivando (3.7) respecto del tiempo y sustituyendo en ¢ = 0 obtenemos las
condiciones iniciales:

u(x,0) = Asech? (\/? <$ _Cx())) : (3.8)
uy(,0) = 2A sech? (\/? <x _Cx0>) tanh (\/? <J3 _Cx())) \/g (3.9)

Para la resolucién numérica elegimos A = 0,5, k = 0,1, h = 0,1, zg = 80,
0 <z <200y el tiempo hasta t = 70. Con estos datos, los valores analiticos
del solitén y sus derivadas en las condiciones frontera son las siguientes:

u(0,70) = 2,38478 - 1073, 1(200, 70) = 6,2397 - 1077,
ug(0,70) = 1,19239 - 1073°,  u,(200,70) = —3,11985 - 1077,
Uz (0,70) = 5,96195 - 10736, 1,,(200, 70) = 1,55992 - 1077,

Podemos decir que las condiciones frontera se cumplen ya que toman valores
tan pequenos que podemos considerarlos nulos.



Capitulo 3. Resoluciéon numérica de la Ecuacion de Boussinesq Mejorada33

A continuacién, mostramos las graficas de las simulaciones realizadas pa-
ra este ejemplo.

Con At = k = 0,1 y N = 1999 puntos interiores obtenemos el siguiente
resultado:

Tosf 20 Tixg, 135, Thed, =70

[
Space - x B ——

Figura 3.1: Simulaciéon numérica para N = 1999.

Observamos que se la onda se mueve a lo largo del tiempo, pero decrece.

Por otra parte, con At = k = 0,06 y N = 3999 puntos interiores obte-
nemos:

T t=0 Tt 128, Tix ), t=70.

% = ™ T W ] E) El 3 £ % =

Boussinesy improved sguation

Figura 3.2: Simulaciéon numérica para N = 3999.

Claramente el comportamiento de la onda en este caso es mejor, ya que esta
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no decae tanto y sigue moviéndose a lo largo del tiempo. Esto es debido a
que estamos resolviendo con un intervalo de tiempo menor y con un nimero
mayor de puntos interiores.

Cabe decir que los autores, Dursun Irk e Idris Dag, obtienen muy buenos
resultados en [4] para unos valores de At = 0,05,0,1,0,2 y 199999 puntos
interiores. Sin embargo, una simulacién de ese tipo requiere unos tiempos de
ejecucién muy elevados. Por esa razén, hemos realizado las simulaciénes con
un menor ntmero de puntos interiores, obteniendo unos resultados bastante
acertados, aunque no éptimos. En nuestro caso, se han necesitado 11488,8
segundos (3 horas y 12 minutos aproximadamente) de CPU para la primera
simulacién y 121189 (33 horas y 40 minutos) para la segunda.

3.2.2. Segundo ejemplo: interaccion entre dos solitones

En este segundo ejemplo, la ecuacion

1 /A
u(z,t) =A; sech? ( Fl(x —ct — :c(l])) +
c1
(3.10)
1 /A
+ Ay sech? ( —2(55 — cot — :cg)) ,
(&) 6
donde ¢; = 4/1+ % y e =—4/1+ 2‘%, representa dos solitones. El pri-

mero inicialmente en ZE(l] se mueve hacia la derecha con una velocidad c; y
amplitud Aj, y el segundo, en cambio, se encuentra inicialmente en z3 mo-
viéndose hacia la izquierda con una velocidad ¢y y amplitud As.

Las condiciones iniciales son:

u(z,0) = Aysech? /2L (2220 ) + Ay sech? \F v—af\ )
6 Cl 6 C2
A (x - Ay [z —a Ay
=2A h? a1 0 h A [z -1y Ay
ut(x,0) 1 8€ec ( 6< o >>tan< 6< - 6+
Ay (@ — a3 a2 \\ A
oot (/2 (228 o [z (2258Y) 22
6 62 6 c 6

En este caso, para la resolucién numérica elegimos A; = 0,4, Ao = 0,2,
k=01 k=01, 25 =90, 232 = 130, 0 < = < 220 y el tiempo hasta
t = 60. Con estos datos, los valores analiticos de la solucién en las condiciones
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frontera son las siguientes:

u(0,60) = 4,75338 - 107, u(220,60) = 4,77237 - 1077,
u,(0,60) = 8,15197 - 1077, (220, 60) = —1,07655 - 1075,
U (0,60) = 1,39805 - 1077, u.,(220,60) = 2,46979 - 1076,

De la misma forma y por los mismos motivos del ejemplo anterior, realiza-
mos dos simulaciones numéricas para este ejemplo de dos solitones.

Para At =k =0,1 y N = 1999 obtenemos:

Figura 3.3: Simulaciéon numérica para N = 1999.

Para At =k = 0,05 y N = 3999 obtenemos:
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T T, t=10. Tix ] 1=20.

Tix ), t=25. Th ), 135, Tix 1, 1=60.

Boussinest improved ecuion
Boussinesg improved equation 200
&0

Figura 3.4: Simulacién numérica para N = 3999.

En ambas simulaciones observamos el comportamiento de dos ondas, una de
mayor amplitud que la otra, que se mueven en direcciones opuestas, inter-
actian en un intervalo de tiempo finito y contintian moviéndose. Podemos
ver que en este ejemplo las ondas también decaen con el tiempo, aunque
ligeramente menos que en el primer ejemplo. De hecho, en la simulacién con
3999 puntos interiores conseguimos que la onda apenas decrezca. También
podemos apreciar algo muy caracteristico de los solitones: el desfase. En la
grafica 3D de la derecha vemos que después de que los solitones interactien,
parece que cambian un poco la direccién en la que se mueven.

Por dltimo, comentar que en este ejemplo se han necesitado 9680,72 segun-
dos de CPU para la simulacién de 1999 puntos interiores y 98525,6 segundos
para la de 3999 puntos interiores; es decir, 2 horas y 40 minutos, y 27 horas
y 22 minutos, respectivamente.



Apéndice A

Solucion analitica de la
Ecuacion de Boussinesq

A.1. Meétodo de la tangente hiperbdlica

En este primer apéndice derivamos las ecuaciones (2.5) y (2.7).
Para la primera:

d d (e —e "
da:( anh.2) dz (e"”f + 6_9”>

(€ + ) (e +077) = (e — (e — )

(ecr: _’_671)2
(ecc 4 6—17)2 o (6z o e—m)Q -
- (eaz _|_e—:c)2 -
T _ ,—x\2
zl—g =1 — tanh® 2.
(ezv +e—x)2

Para deducir la segunda ecuacién realizamos las siguientes operaciones:

#_d <—2Y(1 — Y2)i +(1— Y2)2d2> =

g3~ dg ay dy?
= (;‘2(21/3 — 2Y)> % + (2Y3 — 25/)55 ((1‘;) +
() vk ()
= (‘?gcg/@yi” — 2Y)> diY + (2Y3 — 2Y)Cg£/22+
+ @?d‘;u - Y2)2> d@ +(1- YQ)Q‘ZC@ —

37
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=(1-Y?)(6Y? — 2)i —2Y(1-Y?)(1- y2)i2+

ay dy?
2 2 d2 2\3 dd
d d?
=2(1-Y? 2 _1)— —2Y —4Y)(1 -Y?) —
2\3 d3
=2(1-Y?)(3Y? - 1)i —6Y(1— YQ)QOZ—2 + (1 — Y2)3d—3
dy dY? ays’

A.2. Solucion analitica de la ecuacién cubica de
Boussinesq

El pequeno programa escrito en MATHEMATICA que resuelve el sistema
(2.16) es el siguiente:

Solve[{(I1"2 — k"2)a0 + 2k"2 * a0"3 == 0,

("2 — k"2)al + 2k x al + 6k2 x a0"2 x al == 0,

6k"2 x a0 x a1"2 == 0,2k"2 x a1"3 — 2k 4 x al == 0, al # 0}, {a0,al,l, k},
Method — {“UseSlicingHyperplanes” — False}|

Mediante el comando Solve resolvemos el sistema de ecuaciones que hemos
escrito en el primer argumento y cuyas variables son las del segundo argu-
mento. La opcién Method—{ “UseSlicingHyperplanes”— False} nos permite
resolver el sistema de ecuaciones de forma paramétrica; es decir, con la po-
sibilidad de que alguna variable quede en funcién de otra.

A.3. Solucion analitica de las ecuaciones de Bous-
sinesq acopladas

El pequeno programa escrito en MATHEMATICA que resuelve el sistema
(2.27) es el siguiente:

Solve[{k*a0xal + k*xbl —l*xal == 0,2k *b2 + kxal’2==0,
—l*bl+kxa0*bl+kxal+xb0—2k"3xal ==0,
—l*b2+k*xa0xb2+ kxal xbl ==0,

al * b2 + 2k"\2 x al == 0,al # 0,b2 # 0}, {a0,al,b0,b1,b2,1, k},
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Method — {“UseSlicingHyperplanes” — False}]

A.4. Solucidén analitica de la ecuacion de Boussi-
nesq estandar

El pequenio programa escrito en MATHEMATICA que resuelve el sistema
(2.36) es el siguiente:

Solve[{(I"2 — k"2) x a0 — 2k™4 * a2 — k"2 x a0"\2 == 0,

("2 — k"2) x al + 2k x al — 2k"2 x a0 x al == 0,

("2 — k"2) x a2 + 8k x a2 — k"2 x al"2 — 2k"2 x a0 x a2 == 0,

2k xal + 2k"2 xal xa2 == 0,

6k x a2 + k"2 x a2\2 == 0,a2 # 0}, {a0, al,a2,l, k},

Method — {“UseSlicingHyperplanes” — False}]

A.5. Solucidén analitica de la ecuacion de Boussi-
nesq estandar mejorada

El pequeiio programa escrito en MATHEMATICA que resuelve el sistema
(2.48) es el siguiente:

Solve[{(I"2 — k"2) x a0 — 2k"2 * "2 x a2 — k"2 x a0"2 == 0,

("2 — EN2) x al + 2k"2 x "2 x al — 2k"2 x a0 x al == 0,

("2 — EN2) * a2 + 8k"2 x 12 x a2 — k2 x a1"2 — 2k"2 x a0 x a2 == 0,
—2k72 % 1"2xal — 2k"2xal xa2 ==0,

—6k"2 % 12 x a2 — k"2 x a2/2 == 0, a2 # 0}, {a0,a1,a2,l, k},

Method — {“UseSlicingHyperplanes” — False}]






Apéndice B

Resolucién numérica de la
Ecuacion de Boussinesq
Mejorada

El programa escrito en MATHEMATICA con el que hemos resuelto el primer
ejemplo numéricos es el siguiente:

(*Hacemos el programa que resuelve el problema de la ecuacién mejorada
de Boussinesq (3.1) para el primer ejemplo *)

Clear[“Global*”];

t0 = TimeUsed[];

L = 200;

N =1999; (*1999 puntos interiores — 2000 intervalos*)
A = 0,5; (*Amplitud de la onda*)

¢ =/1+ 2Z4; (*Velocidad de la onda*)

x0 = 80;

Ax = L/(N + 1); (*El paso del espacio: k*)

tfin = 70,0;

At = 0,1; (*El paso del tiempo: h*)

niteraciones = Ceiling[tfin/At, 1];
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(*Ntimero de iteraciones en tiempo. Ceiling da el menor miltiplo de 1 mayor
o igual a tfin At*)
al = 1;a2 = 1; a3 = —1; (*Valores de alfa*)

ufx, t):=ufz, f] = A * (Sech [% /Ex(@—cxi- XO)])2 ;
fix]:=flz] = A* (Sech [% * \/% * (x— xO)] )2 ; (*u(z, 0)*)

(*Aproximamos la primera CI*)

Uls.,0]:=U|[s,0] = f[z]/.z — sAx;

Ut[s_, 0]:=Ut[s, 0] = D[u[z, t],t]/.2 — sAx/.t = 0
Utt[s_, 0]:=Utt[s, 0] = D|u[z, t], {t,2}]/.2 — sAx/.t =0
(*Aproximamos la segunda CI*)

Uls,1]:=U[s,1] = N [U[s, 0] + At * Ut[s, 0] + % * Utt[s, 0]] ;

(*Condiciones de contorno*)
Ul0,r]:=0; U[M + 1,r_]:=0;
Ux[0, r_]:=0; Ux[N + 1,r_]:=0;
Uxx[0, r_]:=0; Uxx[N + 1,r_]:=0;

U[_17 I‘_]2=0; U[N +2, I‘_]I=0;
Ux[-1,r]:=0; Ux[N + 2, r_]:=0;
Uxx[—1,r]:=0; Uxx[N + 2,r_]:=0;

(*Definimos 3.3 y 3.4%)

Ux[s_, 0):=Ux[s,0] = 52a; (—U[s +2,0] + 8 x U[s + 1,0] — 8 x U[s — 1,0] + U[s — 2,0]);
Uxxs_, 0]:=Uxx[s, 0] = 5;0apyz(~Uls +2,0]+

16 xU[s+1,0] —30* U[s,0] + 16 * U[s — 1,0] — U[s — 2,0]);
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UX[S_, 1]2=UX[8, 1] = ﬁ(—U[S +2, 1] +8x* U[S +1, 1] —8x U[S -1, 1] + U[S -2, 1])1
Uxx|[s., 1]:=Uxx[s, 1] = WlAt)f(-U[s +2,1]+
16*xU[s+1,1] —30*U[s,1] + 16 *U[s — 1,1] — U[s — 2,1]);

(*Definimos los lambdas del sistema 3.6*)

1[s,r]:=l1[s,r] = 1 — 2 x a1? * (Ax)? * Uxx[s,r] — 2 * al * a2 * (Ax)? * Uxx[s,r — 1]—
2 % ol * a3 * (Ax)? » Uxx[s,r — 2];

12[s_,r):=12[s,7] = —2 * 012 x (Ax)? * Ux[s, 7] — 4 *x al * a2 * (Ax)? *« Ux[s,r — 1]—

4% ol * a3 * (Ax)? * Ux[s,r — 2|;

13[s_,r]:=13[s,r] = =1 — ol * (Ax)2 — 2 x al x a2 * (Ax)2 x U[s,r — 1]—

2% 0l *x a3 x (Ax)?2 * Uls,r — 2);

U4[s_,r]:=l4[s,r] =

(2+2*xa2? x (Ax)? * Uxx[s,r — 1] + 2 % a2 * a3 * (Ax)? * Uxx[s,r — 2]) * U[s,r — 1]+
(—142% 02 * a3 * (Ax)? * Uxx[s,r — 1] 4+ 2 * 03% x (Ax)? * Uxx[s,r — 2]) * U[s,r — 2]+
(2 * 022 * (Ax)? * Ux[s,r — 1] + 4 * 02 * a3 * (Ax)? * Ux[s,r — 2]) * Ux[s,r — 1]+

2 x a3? x (Ax)? * Ux[s,r — 2] * Ux[s,r — 2] + (a2 * (Ax)? — 2) * Uxx[s,r — 1]+

(03 * (Ax)? + 1) * Uxx[s,r — 2];

WA4[r_|:=W4[r| = Table[l4[i, r], {i,1, N}|;

(*Definimos la matriz para resolver el sistema 3.6*)

T[r]:=T[r] = SparseArray [{i_, j-}i==j +2-> (1;2:-:[22;) - 1213&7;])2) ,{N,N }] +
SparseArray :{i_,j_}/;i==j +1-> (—23%:2%’; + %{;) ,{N, N}] +

SparseArray :{i_, i) fi==j-> (ll[i, r| - 2 (, N}] +

SparseArray :{i_, j-}i==j — 1-> (%A’L’t’;l + ;:?Azt’; ) ,{N,N }] +

SparseArray :{i_, j-}/ii==j — 2-> (— 1;2*[&16) - 1213&73)2) ,{N,N }] ;

(*Proceso de refinamiento iterativo para obtener (ux)r+1,s y (uxx)r+1,s%)
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refinamiento[NO_, TOL_,N_, Ux0_, Ux1_, AuxUx2_, Uxx0_, Uxx1_, AuxUxx2_, al_, a2,
ad., iter]:=

Module[{NOvar = N0, Tolvar = TOL, Nvar = N, UxOvar = Ux0, Ux1var = Uxl,
AuxUx2var = AuxUx2, UxxOvar = Uxx0, Uxx1lvar = Uxx1l, AuxUxx2var = AuxUxx2,
alvar = al, o2var = a2, advar = a3,

itervar = iter, 7, s, XX, X, Ax, Sol, UU, j, AuxUUx2var, AuxUUxx2var,

AuxMat, AuxVectl, AuxVect2, AuxVect, 11,12, l1new, 12new},

Ax = 200/(Nvar + 1);

1 =1;

XX = Table[X[s],{s,1,2N}];

11 =1-2%al?* (Ax)? * Uxxlvar — 2 * al * a2 * (Ax)? * Uxxlvar—

2 * al * a3 * (Ax)? * UxxOvar;

12 = —2 % a1? x (Ax)? * Uxlvar — 4 x al * a2 * (Ax)? * Uxlvar—

4 * ol * a3 * (Ax)? » UxOvar;

AuxMat:=AuxMat = SparseArray [{i_,j_}/;i==j-> (—2 * alvar® x (Ax)?) , {2N,2N}];
AuxVectl:=AuxVectl = 1 — 2 x alvar * a2var * (Ax)? * Uxxlvar—

2 * alvar * a3var * (Ax)? x UxxOvar — 11;

AuxVect2:=AuxVect2 = —4 * alvar * a2var * (Ax)? * Uxlvar—
4 * alvar * a3var * (Ax)?2 * UxOvar — 12;

AuxVect = Join[AuxVectl, AuxVect2];

While[i < NOvar,
itervar = 1;
Print[“itervar = ”, itervar];

Sol = NSolve[{ AuxMat.XX == AuxVect}, XX];
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UU = XX/.Sol;

For[j = 1,j < N, j++, AuxUUxx2var[j] = UU][[1, j]]};
For[j = 1,5 < N, j++, AuxUUx2var[j] = UU[[1, j + N]]};
AuxUx2var = Table[AuxUUx2var[s|, {s,1, N}|;
AuxUxx2var = Table[AuxUUxx2var|s], {s, 1, N}];
If[Norm[AuxUxx2var — Uxx1var| < Tolvar&&Norm[AuxUx2var — Uxlvar| < Tolvar,
{Print[“ Control YES”];

Return[AuxUx2var, Module|;

Return[AuxUxx2var, Module];

Return[itervar, Module] };

I

Print[“ Control NO”];

llnew = 1 — 2 * 12 * (Ax)? * AuxUxx2var — 2 * al * a2 * (Ax)? x Uxxlvar—

2 * ol * a3 * (Ax)? * UxxOvar;
12new = —2 * a1? * (Ax)? * AuxUx2var — 4 x ol * o2 * (Ax)? x Uxlvar—
4% ol * a3 * (Ax)? » UxOvar;

AuxVectl:=AuxVectl = 1 — 2 * alvar * a2var * (Ax)? * Uxxlvar—
2 * alvar * advar * (Ax)? * UxxOvar — l1new;
AuxVect2:=AuxVect2 = —4 * alvar * a2var * (Ax)? * Uxlvar—

4 x alvar * advar * (Ax)? x UxOvar — 12new;

AuxVect = Join[AuxVectl, AuxVect2];

i++];
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Return[AuxUx2var, Module];
Return[AuxUxx2var, Module];

Returnlitervar, Module];

]

NO = 50;

TOL = 0,0000001;

XX = Table[X[s], {s, 1, N}];

(*Hacemos dos bucles para resolver nuestro sistema para cada valor de s y cada
valor de r*)

For[r = 2,r < niteraciones, r++, (*AQUI EMPIEZA EL BUCLE TEMPORAL*)
{Print[“r =", 7],

iter = 0;

For[s=1,8 < N,s++,{
UU0[s] = U[s,r — 2;
UUx0[s] = Ux[s,r — 2];
UUxx0[s] = Uxx[s,r — 2];

UUl[s] =Ul[s,r — 1];
UUx1[s] = Ux[s,r — 1];
UUxx1[s] = Uxx[s,r — 1];

UU2[s] = U[s,r — 1];
UUx2[s] = Ux[s, — 1];
UUxx2(s] = Uxx[s, r — 1];
3
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UUx2[—-1]:=0; UUx2[N + 2]:=0;
UUxx2[—1]:=0; UUxx2[N + 2]:=0;

UUUx0 = Table[Ux[i,r — 2], {i,1, N}|;

UUUxx0 = Table[Uxx[i,r — 2|, {i,1, N}|;

UUUx1 = Table[Ux[i,r — 1], {3,1, N}|;

UUUxx1 = Table[Uxx[i,r — 1], {¢,1, N}];

UUUx2 = Table[Ux[i,r — 1], {i,1, N}];

UUUxx2 = Table[Uxx[i,r — 1], {¢,1, N}];

(*Llamamos a la funcién refinamiento para calcular Ux y Uxx*)
refinamiento[NO, TOL, N, UUUx0, UUUx1, UUUx2, UUUxx0, UUUxx1,
UUUxx2, al, a2, a3, iter];

For[j = 1,5 < N, j++, Ux[j, 7] = UUUx2[[5]]};
For[j = 1,5 < N, j++, Uxx[j, r] = UUUxx2[[;]]];

W4[r] = Table[l4[s, 7], {i, 1, N}];
UU:=UU = Table[0, {¢,1, N}|;
AA =TIr};

bb = WAr];

XX = Table[X[s],{s,1, N}];
Sol = Solve[AA.XX == bb, XX];

UU = XX/.Sol;

For[s =1,s < N, s++,U[s,r] = UU[[1, s]]];
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For[s=1,s < N, s++,

Ux[s,r] = g (-Uls +2,7] + 8 U[s + 1,r] =8« U[s — 1,7] + U[s — 2,7])] ;
For[s=1,s < N, s++,

Uxx[s,r] = mlA—tF(—U[s+2,r] +16xU[s+1,7] —30x U[s, ]+
16xU[s—1,r] — U[s — 2,7])];

}

I; (*AQUi TERMINA EL BUCLE TEMPORAL¥*)

(*GRAFICAS*)

Plotl = Table[ListPlot[Table[{Axs, U[s, 7]}, {s, 0, N}], Joined — True,

PlotRange — All, AxesLabel — {x, “ 7}, PlotLabel — “T[x,t], t=" <> ToString[Atr]],
{r, 0, niteraciones, 25}

Data3D = Table[{Axs,0,U][s,0]},{s,0, N + 1};

Do[Data3D = Join[Data3D, Table[{Axs, Atr,U[s, 7|}, {s,0, N + 1}]],

{r, 1, niteraciones, 25}]; (* One out of 25 *)

Plot2 = ListPlot3D[Data3D, PlotRange — All, Mesh — {0, 0}, AxesLabel->

{“Space - x”, “Time - t”,u}, PlotLabel — “Boussinesq improved equation”,

PlotStyle — Cyan)]

t1 = TimeUsed|];

Print[“ El tiempo total empleado son ”,t1 — t0, “ segundos.”]



Bibliografia

1]

A.M. Domingo, Universidad Politécnica de Madrid, Apuntes
de Mecédnica de Fluidos, http://oa.upm.es/6934/1/amd-apuntes-
fluidos.pdf.

D. Dutykh and F. Dias, Cornell University, Dissipative Boussinesq
equations, https://arxiv.org/pdf/physics/0703192.pdf.

H. Huang, Dynamics of surface Waves in Coastal Waters, Springer,
(2009), Preface.

D. Irk and I. Dag, Numerical simulations of the improved Boussinesq
equation, Wiley Online Library, https://doi.org/10.1002/num.20492.

A.J.M. Jawad, M.D. Petkovic, P. Laketa and A. Biswas, Dynamics
of shallow water waves with Boussinesq equation, Scientia Iranica B,
Vol. 20, (2013), 179-184.

J.C. Strikwerda, Finite Difference schemes and Partial Differential
Equations, Wadsworth and Brooks/Cole, Advanced Books & Soft-
ware, 2004.

J.J. Torres Agudo, Universidad de Granada,
https://www.ugr.es/ jtorres/t7.pdf.

49






