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1. Introducción

Desde sus primeros pasos por el planeta Tierra el ser humano ha sentido curiosidad
por los objetos y estructuras presentes en el cielo nocturno. A finales del siglo XVI y
principios del siglo XVII, con la aparición de los primeros telescopios ópticos, se empieza
a conocer la naturaleza de estos objetos celestes. En los siglos posteriores se desarrollan
telescopios más y más potentes que dan lugar al descubrimiento de muchos cuerpos ce-
lestes no distinguibles a simple vista. Pero no es hasta el siglo XX cuando se planifican
las primeras misiones espaciales para viajar y estudiar los objetos más cercanos a la Tie-
rra, como son los planetas del sistema solar. Estas misiones se basan en la maniobra de
asistencia gravitatoria, sin la cual seŕıan totalmente inviables. La asistencia gravitatoria
es, como se verá posteriormente, una estrategia de vuelo espacial que utiliza el campo
gravitatorio de un objeto celeste para modificar el módulo de la velocidad de una sonda
sin utilizar propelente. Esta maniobra tiene sus oŕıgenes en un art́ıculo de 1918-1919 de
Yuri Kondratyuk [1]. En él se sugiere que una sonda viajando entre dos planetas se podŕıa
acelerar al inicio y al final de su trayectoria utilizando la gravedad de las lunas de ambos
planetas.

Durante las asistencias gravitatorias de las sondas Galileo, NEAR, Cassini y Rosetta
alrededor de la Tierra se han producido unos incrementos de velocidad distintos de los
esperados, y es lo que se conoce como la anomaĺıa flyby. Esta anomaĺıa no ha sido un
impedimento para la consecución de las misiones espaciales en las que ha sido detectada.
Sin embargo, resulta interesante profundizar en ella ya que podŕıa dar lugar a nueva f́ısica.

El objetivo principal de este trabajo consiste en la realización de una revisión do-
cumental acerca de la anomaĺıa flyby en aras de proporcionar una visión sobre el estado
actual del tema. Para ello, el trabajo ha sido estructurado de la siguiente manera:

Caṕıtulo 2. Fundamentos de la asistencia gravitatoria, proceso de transferencia de
enerǵıa y ventajas y ĺımites de esta maniobra.

Caṕıtulo 3. Se explica detalladamente en qué consiste la anomaĺıa flyby, se muestra
el método de seguimiento utilizado en las sondas y se presenta la fórmula emṕırica de
Anderson, una fórmula fenomenológica cuyos resultados concuerdan con los cambios
de velocidad anómalos observados en algunas sondas.

Caṕıtulo 4. Análisis de algunos efectos clásicos y relativistas que podŕıan ser la
causa de la anomaĺıa flyby.

Caṕıtulos 5, 6, 7 y 8. Se exponen algunas de las teoŕıas propuestas para la
anomaĺıa flyby. En cada caṕıtulo se desarrolla la idea detrás de cada teoŕıa, se
muestran los resultados que se obtienen y se comentan los aspectos más polémicos.
Además, cada caṕıtulo termina con una conclusión.

Finalmente, el trabajo termina con una conclusión general, recogida en el caṕıtulo 9,
en la que se comparan las teoŕıas propuestas por los distintos autores. Asimismo, se
hace referencia a otras ĺıneas de investigación y se discute cómo se podŕıan comprobar o
descartar las teoŕıas.
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2. Asistencia gravitatoria

La asistencia gravitatoria o maniobra flyby es una estrategia de vuelo espacial que
permite modificar tanto la velocidad (aumentándola o disminuyéndola) como la trayec-
toria de una nave espacial utilizando el movimiento relativo y el campo gravitatorio de
un objeto astronómico. Por lo tanto, esta maniobra constituye un avance en las misiones
espaciales de largo alcance ya que prescinde del uso de propergol.

La esfera de influencia gravitatoria de un objeto astronómico se define como la región
del espacio en la cual la influencia gravitatoria predominante sobre un cuerpo en órbita
es la del objeto astronómico. Cuando una cosmonave penetra en la esfera de influencia
gravitatoria de un planeta del sistema solar, la velocidad de la astronave referida al planeta
aumenta cuando se acerca al planeta y disminuye cuando se aleja. A la misma distancia del
planeta la diferencia en el módulo de la velocidad será nula. Sin embargo, como el planeta
orbita alrededor del Sol, la cosmonave se verá afectada por este movimiento orbital y su
velocidad respecto al Sol experimentará un cambio no nulo en el módulo. La trayectoria
resultante dependerá del ángulo de aproximación al planeta y de la velocidad que tenga
la nave al hacerlo.

Cabe destacar que durante un flyby se verifica el principio de conservación de la
enerǵıa, ya que cualquier cambio en la velocidad de la astronave referida al Sol produce
una modificación en la velocidad orbital del planeta. Si bien, para este último dicha
modificación no conlleva un cambio significativo en la trayectoria debido a su gran masa.

La maniobra de asistencia gravitatoria se utilizó por primera vez en 1959 cuando
la sonda soviética Luna 3 fotografió la cara oculta de la Luna. Desde entonces se ha
utilizado con éxito en más de 40 misiones espaciales [2], entre las que destacan las Voyager
1 y 2, Galileo, NEAR, Cassini, Rosetta y MESSENGER, permitiendo tener un mayor
conocimiento acerca del origen, evolución y estructura del sistema solar.

2.1. Proceso de transferencia de enerǵıa en una maniobra flyby

La maniobra flyby consiste en un problema de tres cuerpos restringido [3] en el que un
cuerpo infinitesimal, es decir, una masa cuya influencia gravitatoria sobre el movimiento
de los cuerpos astronómicos es despreciable y que en este caso es la cosmonave, está so-
metido a la atracción gravitatoria de dos cuerpos celestes. Si bien es cierto que en un
problema de tres cuerpos la enerǵıa total del sistema se conserva, no lo es para cada uno
de ellos individualmente, permitiendo modificar la velocidad de la astronave a partir de la
variación de velocidad de los cuerpos astronómicos. El cambio de velocidad de los objetos
astronómicos es, en cualquier caso, despreciable debido a su gran masa y no presenta una
influencia apreciable sobre sus trayectorias. En el problema de tres cuerpos restringido
existe una cantidad conservada para la nave espacial en el sistema de referencia del centro
de masa, conocida como la integral de Jacobi

J = K + V + L = E − ωẑ · r× v , (1)

siendo K la enerǵıa cinética, V la enerǵıa potencial, L la enerǵıa potencial-rotacional, E
la enerǵıa total, todos ellos por unidad de masa de la astronave, ω la velocidad angular
del planeta, cuyo vector está alineado con el eje de rotación del planeta ẑ, y r y v la
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Figura 1: Geometŕıa de la
maniobra flyby, del texto [4].

posición y velocidad de la cosmonave respecto al planeta. Estrictamente hablando la
integral de Jacobi es una cantidad constante para el problema de tres cuerpos restringido
si se consideran órbitas circulares. Para órbitas eĺıpticas esto solo es cierto en un alto
grado de aproximación; sin embargo, esta cantidad resulta útil ya que muestra de forma
intuitiva cómo se pueden intercambiar la enerǵıa cinética y el momento angular durante
una maniobra de asistencia gravitatoria.

Los encuentros en el espacio requieren la utilización de tres dimensiones. No obs-
tante, en aras de ilustrar el cambio de enerǵıa cinética de la nave se utilizará el modelo
bidimensional de la figura 1, relegando a trabajos ulteriores el cálculo de trayectorias, en
el que se hace necesario un modelo tridimensional. La variación de enerǵıa cinética por
unidad de masa de la cosmonave ∆K viene dada por (ver figura 1)

∆K =
1

2
(vf · vf − vi · vi) , (2)

con vi y vf las velocidades inicial y final de la nave en el sistema de referencia heliocéntrico.
Debido a consideraciones geométricas vi y vf se pueden escribir como

vi = v′i + vp ,

vf = v′f + vp ,

donde v′i y v′f representan las velocidades inicial y final de la sonda en el sistema de
referencia planetocéntrico y vp representa la velocidad orbital del planeta. Por lo tanto,
sustituyendo en la ecuación (2) y teniendo en cuenta que v′f = v′i

1 se obtiene la expresión

∆K = vp · (v′f − v′i) . (3)

En virtud de esta ecuación queda patente que se puede tanto aumentar como disminuir la
enerǵıa cinética de la nave en función de la relación entre los vectores v′i, v′f y vp. Para
ver en qué casos el cambio de velocidad de la nave es positivo y en cuales negativo se toma

1La notación que se utilizará en este trabajo es la negrita para representar vectores y la redonda o
normal para su módulo.



2 ASISTENCIA GRAVITATORIA 4

Figura 2: Módulo de la velocidad de la sonda Cassini-Huygens referida al Sol en función
del año. Las máximos de la izquierda se producen por las maniobras de asistencia gravi-
tatoria mientras que la variación periódica de la derecha está causada por la órbita de la
cosmonave alrededor de Saturno.

la orientación de tal forma que en el sistema solar los planetas orbiten alrededor del Sol
en sentido antihorario. Si la astronave proviene del exterior de la órbita planetaria, viaja
detrás del planeta y le da la vuelta en sentido horario su enerǵıa cinética se verá aumentada
como consecuencia del arrastre gravitatorio ejercido por el planeta sobre la misma. Por
contra, si la cosmonave proviene del exterior de la órbita planetaria, viaja frente al planeta
y le da la vuelta en sentido antihorario esta experimentará un cambio negativo en su
enerǵıa cinética.

Cuando una nave es lanzada para estudiar un planeta interior del sistema solar su
velocidad relativa aumenta debido a la gravedad solar. Aunque la velocidad orbital de los
planetas interiores es mayor que la de la tierra, si el propósito de la misión consiste en
la inserción orbital en el planeta se requiere frenar la astronave. Por ejemplo, la sonda
espacial Messenger [5] realizó tres maniobras de asistencia gravitatoria para reducir su
velocidad2 en su inserción orbital en Mercurio.

En cambio, una cosmonave lanzada para estudiar un planeta exterior experimen-
tará una disminución de su velocidad relativa, haciéndose necesario aumentar la velocidad
de la misma para lograr la inserción orbital en el planeta. En la figura 2 aparece repre-
sentado el módulo de la velocidad de la sonda Cassini-Huygens [6] en función del año. En
este caso han sido necesarias varias maniobras flyby; dos en Venus, una en la Tierra y otra
en Júpiter para que la velocidad de la sonda a su llegada a Saturno sea aproximadamente
igual a la velocidad orbital del mismo y conseguir la inserción orbital.

2.2. Ventajas y ĺımites de la asistencia gravitatoria

Las misiones espaciales de largo alcance están limitadas, principalmente, por dos
factores. Uno de ellos es la enerǵıa de lanzamiento C3, definida como el cuadrado del exceso

2Además de la asistencia gravitatoria existen otras maniobras de frenado que no utilizan propelente.
No obstante, en todas ellas se hace uso de la atmósfera y Mercurio carece de atmósfera.
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Figura 3: Trayectoria de
transferencia de Hohmann,
del texto [7].

de velocidad hiperbólica (es decir, la velocidad cuando r → ∞) de la nave respecto a la
Tierra v∞. Esta enerǵıa está relacionada con el cambio de velocidad que hay que conferir
a la astronave durante su lanzamiento para alcanzar su destino. Un C3 menor implica un
cambio de velocidad de la astronave menor y un menor consumo de combustible. El otro
factor es el tiempo de vuelo tv y es deseable que sea el mı́nimo posible para acometer
una exploración práctica del sistema solar. Para calcular ambos factores de forma precisa
es necesario tener en cuenta los elementos orbitales de las órbitas de los planetas que
intervienen en la misión espacial aśı como la trayectoria de la nave. Este cálculo es, de
forma general, muy complicado de realizar y tampoco es el objetivo de este trabajo. En su
lugar, estos factores se calculan utilizando una transferencia de Hohmann. La trayectoria
de transferencia de Hohmann es la trayectoria de menor enerǵıa de transferencia entre
dos órbitas circulares y coplanares que tienen un foco en común. Esta trayectoria consiste
en una órbita eĺıptica con un periapsis tangente a la órbita de radio r1 y un apoapsis
tangente a la órbita de radio r2, como se puede observar en la figura 3. Si bien la mayoŕıa
de las transferencias se producen entre órbitas no coplanares y no circulares, esta es una
buena aproximación para muchos problemas de transferencia.

A partir del principio de conservación de la enerǵıa se deriva que el módulo del exceso
de velocidad hiperbólica de la cosmonave necesario para la transferencia de Hohmann
está dado por [7]

v∞ =

√
µSol
r1

(√
2r2

r1 + r2
− 1

)
, (4)

siendo µSol = GMSol, G la constante de gravitación universal y MSol la masa del Sol. La
enerǵıa de lanzamiento C3 se calcula de forma inmediata como C3 = (v∞)2. Por otro lado,
para calcular el tiempo de vuelo de la sonda en la transferencia Hohmann se utiliza la
tercera ley de Kepler

T 2 =
4π2a3

µSol
, (5)

con T el periodo orbital y a el semieje mayor de la elipse de transferencia. El tiempo de
vuelo tv será la mitad de T . En la tabla 1 se recogen los valores de los factores C3 y tv
para las transferencias de Hohmann a los planetas del sistema solar. Estas trayectorias
presentan varios inconvenientes: tienen enerǵıas de lanzamiento elevadas y largos tiempos
de vuelo. Para atajar estos problemas se puede utilizar una trayectoria que permita una
o varias maniobras flyby (y que no tiene porqué coincidir con la de menor distancia al
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Tabla 1: Caracteŕısticas de las transferencias de Hohmann a los planetas del sistema solar.
Misión Enerǵıa de lanzamiento C3 (km2/s2) Tiempo de vuelo tv (años)

Tierra-Mercurio 56.7 0.3
Tierra-Venus 6.2 0.4
Tierra-Marte 8.7 0.7
Tierra-Júpiter 77.4 2.7
Tierra-Saturno 106.1 6.1
Tierra-Urano 127.7 16.0

Tierra-Neptuno 136.9 30.6
Tierra-Plutón 139.2 45.5

destino) ya que el incremento de enerǵıa cinética que se produce en cada una de ellas
hace que tanto la enerǵıa de lanzamiento como el tiempo de vuelo se reduzcan conside-
rablemente. Por ejemplo, la sonda New Horizons [8] se lanzó el 19 de enero de 2006 con
una enerǵıa de lanzamiento de 166 km2/s2 [9], realizó un flyby en Júpiter y pasó cerca
de Plutón el 14 de julio de 2015, con un tiempo de vuelo de 9.5 años aproximadamente.
Comparando estos valores con los valores de la misión Tierra-Plutón de la tabla 1 se ve
que la enerǵıa de lanzamiento es mayor para la New Horizons. Sin embargo, los valores
de la tabla se han calculado en la aproximación de órbitas coplanares y circulares y la
órbita de Plutón presenta un ángulo de inclinación orbital de 17.2◦ respecto a la órbita
de la Tierra y una excentricidad de 0.244 [10], por lo que en este caso la aproximación no
es válida. Un valor más realista de C3 para la misión Tierra-Plutón que tiene en cuenta
la inclinación orbital y la excentricidad de la órbita es 160-164 km2/s2. Considerando este
último valor, la diferencia entre las enerǵıas de lanzamiento es mı́nima. En cambio, la
diferencia entre los tiempos de vuelo es de 36 años aproximadamente. Aśı pues, queda de
manifiesto la utilidad de la maniobra flyby ya que permite reducir los tiempos de vuelo
con una enerǵıa de lanzamiento igual o menor que en las trayectorias de mı́nima enerǵıa.

Cabe destacar que no siempre es posible utilizar una trayectoria que permita reali-
zar maniobras flyby para alcanzar el objetivo de la misión. Es necesario que los objetos
astronómicos se encuentren en una determinada posición, constituyendo la principal limi-
tación de la asistencia gravitatoria. Por ejemplo, las misiones Voyager [11] fueron posibles
debido al alineamiento de Júpiter, Saturno, Urano y Neptuno. No obstante, no es necesa-
rio un suceso tan poco común como este y es posible lanzar sondas en cuya trayectoria se
realice alguna maniobra de asistencia gravitatoria cada pocos años. Otra de las limitacio-
nes de la maniobra de asistencia gravitatoria es que su efectividad (es decir, el cambio en
el módulo de la velocidad de la astronave) depende de la distancia de acercamiento entre
la nave y el planeta. A menor distancia de acercamiento más efectiva será la maniobra y
mayor el cambio en el módulo de la velocidad de la cosmonave. En planetas sin atmósfe-
ra esto no supone un problema. Sin embargo, en planetas con atmósfera la distancia de
acercamiento tiene que ser mayor. Adelantando un poco lo que se verá posteriormente,
cuando una nave penetra en la atmósfera de un planeta con velocidad vs experimenta una
fuerza de resistencia proporcional a la densidad de la atmósfera ρ, con la misma dirección
pero sentido opuesto a vs, a consecuencia de las colisiones con las moléculas de los gases
que la componen. El módulo de esta fuerza es mayor cuanto menor es la distancia de
acercamiento, por lo que si el propósito es aumentar la velocidad de la nave se tiene que
hacer un balance entre la enerǵıa cinética ganada en la maniobra flyby y la perdida por
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la fuerza de resistencia para determinar la distancia de acercamiento más adecuada.

3. Anomaĺıa flyby

Como ya se ha mencionado anteriormente, la maniobra flyby produce un cambio no
nulo en el módulo de la velocidad de la cosmonave referida al Sol y una variación nula
en el módulo de la velocidad referida al planeta sobre el que se realiza la maniobra. En
sentido riguroso siempre se produce un cambio en el módulo de esta última debido a la
perturbación del Sol y de los planetas y satélites naturales circundantes. No obstante,
teniendo en cuenta tanto estos efectos como el error en los aparatos de medición, se ha
observado una variación en el módulo de la velocidad durante los flybys terrestres de
origen desconocido, dando lugar a la anomaĺıa flyby. La variación observada es positiva
en algunos casos y negativa en otros y es del orden de los mm/s. La anomaĺıa flyby solo
se ha observado en maniobras de asistencia gravitatoria terrestres, ya que el hecho de que
el campo gravitatorio de otros planetas no se conozca con precisión hace más complicada
la evaluación de la variación de la velocidad de la nave durante un flyby en esos planetas.
Por lo tanto, en el presente trabajo, siempre que se haga referencia a un flyby, y salvo que
se diga lo contrario, será alrededor de la Tierra.

Este fenómeno se detectó por primera vez durante el primer flyby terrestre que eje-
cutó la sonda Galileo el 8 de diciembre de 1990. Desde entonces, esta modificación anómala
de la velocidad se ha medido en los flybys terrestres de las sondas Galileo, NEAR, Cassini
y Rosetta. Empero, no siempre se produce esta anomaĺıa (o es despreciable dentro del
umbral del error de la medición), como es en el caso de las sondas MESSENGER, Juno
y el segundo y tercer flyby de Rosetta. En la tabla 2 se recogen los datos de algunas
misiones espaciales durante un flyby terrestre.

3.1. Método de seguimiento de la sonda

Antes de seguir profundizando en la anomaĺıa flyby, conviene estudiar el método de
seguimiento utilizado para las sondas. Este método se conoce con el nombre de seguimiento
Doppler bidireccional y consiste, de forma simplificada, en el siguiente proceso: un emisor
situado en la Tierra emite una señal de frecuencia ν0 que, vista desde la nave, posee la
frecuencia

ν ′ =
1√

1− v2/c2

(
1− v

c

)
ν0 , (6)

siendo v el módulo de la componente radial de velocidad de la astronave referida a la
Tierra y c la velocidad de la luz en el vaćıo. Posteriormente, la sonda emite una señal de
la misma frecuencia ν ′ de tal forma que en la Tierra se observa una señal de frecuencia

ν ′′ =
1√

1− v2/c2

(
1− v

c

)
ν ′ . (7)

Comparando las frecuencias de la señal enviada ν0 y recibida ν ′′, se puede determinar el
módulo de la velocidad radial de la cosmonave mediante la relación

∆ν

ν0
=
ν0 − ν ′′

ν0
= 2

v/c

1 + v/c
≈ 2

v

c
. (8)
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Para determinar la distancia entre la Tierra y la astronave se puede añadir un pulso
codificado a la señal que emite la Tierra y registrar el tiempo de transmisión hasta la
sonda y su posterior retorno a la Tierra.

La frecuencia de la señal recibida ν ′′ y la distancia Tierra-sonda observada se sue-
len representar en sendas gráficas de residuos. Estas gráficas consisten en representar la
diferencia entre los valores observados y los valores predichos de una magnitud. Para la
frecuencia ν ′′ y la distancia Tierra-sonda los valores predichos se calculan a partir de mo-
delos que tienen en cuenta tanto el campo gravitatorio en el conjunto del sistema solar
como las fuerzas no gravitatorias debidas a la radiación solar, el viento solar, el arrastre
debido al polvo interplanetario, la radiación térmica de la sonda, etc. Para una explicación
más detallada conviene ver [15]. En la figura 4 se muestran las gráficas de residuos para
la frecuencia (gráfica de residuos Doppler, figura 4a) y la distancia (gráfica de residuos de
distancia, figura 4b) para la sonda Galileo. Estas gráficas se han obtenido ajustando el
modelo utilizado a los datos observados antes de que la sonda Galileo pase por el perigeo
de su trayectoria. En (a) se ve que después de que la sonda pase por su perigeo se produce
una variación de aproximadamente 60 mHz entre las frecuencias observada y calculada,
correspondiéndose con la variación de velocidad anómala de 3.92 mm/s de la tabla 2.
De forma análoga, en (b) se observa una diferencia entre la posición real de la sonda y
la posición calculada después de que la sonda pase por su perigeo, dando cuenta de la
existencia de la anomaĺıa flyby.

3.2. Fórmula emṕırica de Anderson

En el art́ıculo publicado en 2008 por Anderson et al. [13] se presenta una fórmula que
concuerda con las variaciones anómalas en la velocidad observadas para los flybys de la
tabla 2. Esta fórmula se deduce de forma fenomenológica a partir del análisis de los datos
de estos flybys. Su expresión es

∆v∞ = vin
∞K(cosλin − cosλout) , (9)

siendo ∆v∞ la diferencia entre el cambio observado en las velocidades asintóticas antes y
después del flyby y el cambio calculado de acuerdo a un modelo de las fuerzas gravitatorias
y no gravitatorias del sistema solar, λin y λout las latitudes geocéntricas de las velocidades
asintóticas anterior y posterior al flyby respectivamente y vin

∞ el módulo de la velocidad
asintótica inicial para la órbita osculante en el perigeo. La órbita osculante en un punto
de la trayectoria real de una sonda se define como la órbita de Kepler que tendŕıa la
sonda alrededor del planeta sobre el que realiza el flyby en ausencia de perturbaciones,
y cuya curvatura es igual que la de la trayectoria real en ese punto. La constante de
proporcionalidad K está dada por la ecuación

K =
2ωERE

c
= 3.099× 10−6 , (10)

con ωE = 7.292115× 10−5 s−1 [14] la velocidad angular de rotación de la Tierra alrededor
de su eje y RE = 6371 km el radio de la Tierra. Los valores que se obtienen para el
cambio de velocidad anómalo ∆v∞ a partir de la ecuación (9) se encuentran tabulados en
la última fila de la tabla 2. Estos valores se ajustan bastante bien al ∆v∞ observado para
los flybys de la tabla. No obstante, los resultados que se obtienen aplicando la ecuación
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(a)

(b)

Figura 4: Gráficas de residuos Doppler (a) y residuos de distancia (b) para la sonda Galileo
en su primer flyby terrestre. Las gráficas de los otros flybys son similares y no se muestran.
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Tabla 2: Datos de las asistencias gravitatorias terrestres de las misiones espaciales Galileo,
NEAR, Cassini, Rosetta y MESSENGER, basada en [13]. Las misiones Galileo I y Galileo
II hacen referencia al primer y segundo flyby terrestre respectivamente, Rosetta I al pri-
mero de varios flybys terrestres, H es la altura de la astronave en el perigeo respecto a la
superficie terrestre, I denota la inclinación del plano de la trayectoria de la sonda respecto
al plano ecuatorial terrestre, vp el módulo de la velocidad de la sonda en el perigeo, σv∞
el error estimado en ∆v∞ y la última fila se corresponde con la ∆v∞ calculada a partir
de la ecuación (9).

Flyby Galileo I Galileo IIa NEAR Cassini Rosetta I MESSENGER

Fecha 08/12/90 08/12/92 23/01/98 18/08/99 04/03/05 02/08/05
Masa (kg) 2497 2497 730 4612 2895 1086
H (km) 960 303 539 1175 1956 2347
I (o) 142.9 138.7 108.0 25.4 144.9 133.1
λin (o) -12.52 -34.26 -20.76 -12.92 -2.81 31.44
λout (o) -34.15 -4.87 -71.96 -4.99 -34.29 -31.92

vp (km/s) 13.740 14.080 12.739 19.026 10.517 10.389
vin
∞ (km/s) 8.949 8.877 6.851 16.010 3.863 4.056

∆v∞ (mm/s) 3.92 -4.6 13.46 -2 1.80 0.02
σv∞ (mm/s) 0.30 1.0 0.01 1 0.03 0.01

Ec. 9 (mm/s) 4.12 -4.67 13.28 -1.07 2.07 0.06

aEn su segundo flyby terrestre la sonda espacial Galileo alcanzó una altura de 300 km respecto a
la superficie terrestre en el perigeo, penetrando en la termosfera y disminuyendo su velocidad como
consecuencia de la resistencia atmosférica. En los datos que se proporcionan en esta tabla se ha tenido
en cuenta este hecho.

(9) a otros flybys como el Rosetta II, Rosetta III y Juno (que no se encuentran tabulados)
no concuerdan con los ∆v∞ medidos. Además, el art́ıculo [13] tampoco proporciona una
explicación acerca del origen de esta anomaĺıa más allá de sugerir un efecto Lense-Thirring
aumentado como posible causa. El efecto Lense-Thirring consiste en el arrastre de la masa
y la enerǵıa electromagnética por el campo gravitatorio de un objeto celeste en rotación.
En la próxima sección se verá que este efecto es sumamente pequeño (de ah́ı que Anderson
et al. sugieran un efecto Lense-Thirring aumentado, que hasta ahora no se ha detectado)
y no puede dar cuenta de la anomaĺıa flyby.

Por otro lado, aunque la fórmula (9) no reproduce adecuadamente los cambios de velo-
cidad de todos los flybys, se pueden inferir las caracteŕısticas que debeŕıa poseer cualquier
teoŕıa que explique la anomaĺıa flyby: (i) el cambio de velocidad debe ser proporcional al
cociente veq/c, con veq = ωERE; (ii) la fuerza que actúa sobre la sonda debe modificar la
componente λ de su velocidad; (iii) el cambio de velocidad debe ser proporcional a vin

∞. En
la próxima sección se hará un análisis pormenorizado de los efectos clásicos y relativistas
que podŕıan estar detrás de esta anomaĺıa.

4. Estimación de los efectos

En la búsqueda de una explicación para esta anomaĺıa cabe pensar, en primer lugar,
en las fuerzas perturbadoras que actúan en la astronave producidas a causa de algunos
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efectos clásicos y relativistas. Teniendo en cuenta el aumento de velocidad de las sondas de
la tabla 2 durante el tiempo de vuelo cerca de la Tierra la aceleración anómala estimada es
del orden de 10−4 m/s2. Este valor se utilizará para compararlo con la aceleración produ-
cida por las posibles fuerzas perturbadoras. El análisis que se llevará a cabo está dividido
en dos partes, correspondientes a los efectos clásicos y a los efectos relativistas, y está ba-
sado en los art́ıculos de C. Lämmerzahl, O. Preuss y H. Dittus [15], P. G. Antreasian y
J. R. Guinn [16] y L. Iorio [17].

4.1. Efectos clásicos

En esta primera parte se analizan los efectos de la atmósfera terrestre, las mareas
oceánicas, las mareas sólidas terrestres, la carga eléctrica de la nave, el momento magnéti-
co, el albedo terrestre y el viento solar, en una estimación de primer orden, y se comparan
con la aceleración anómala estimada experimentada por algunas sondas en su flyby te-
rrestre.

Atmósfera. Una astronave de masa ms y área efectiva As (área de la proyección de
la cosmonave en un plano perpendicular a la dirección del movimiento) moviéndose
con velocidad vs en un medio de densidad ρ experimenta una fuerza de resistencia
dada por

FD =
1

2
ρv2

sCDAs , (11)

siendo CD el coeficiente de arrastre, un factor de proporcionalidad que depende
de la geometŕıa de la cosmonave y del número de Reynolds (número adimensional
relacionado con la viscosidad del medio). En aras de obtener una estimación de
esta fuerza se sustituyen algunos valores razonables como ms = 1000 kg y As = 2
m2. El coeficiente de arrastre se puede calcular de forma aproximada tratando la
sonda como un conjunto de varias partes más sencillas y sumando la contribución de
cada una de ellas. Estos coeficientes suelen estar tabulados para formas geométricas
simples. Suponiendo que la sonda se compone de dos partes, una antena parabólica
(CD1 ≈ 1.2) y un cilindro (CD2 ≈ 0.8) [18], se obtiene que CD ≈ 2. Además, teniendo
en cuenta la altura H de las sondas en el perigeo (ver tabla 2) se reemplaza ρ ≈ 10−14

kg/m3, la densidad atmosférica a 1000 km de altura aproximadamente, y vs ≈ 10
km/s, el módulo de la velocidad de la sonda en el perigeo. El resultado alcanzado
es una aceleración en sentido opuesto al movimiento de la nave del orden de 10−8

m/s2. El orden de la aceleración obtenida difiere en cuatro órdenes de magnitud con
el de la aceleración anómala. Además, cabe destacar el hecho de que esta aceleración
siempre se produce en sentido opuesto al movimiento de la sonda. Por lo tanto, la
atmósfera terrestre no puede ser la causante de la anomaĺıa flyby.

Mareas oceánicas. Las mareas oceánicas producen un cambio en la superficie te-
rrestre del orden de δr ≈ 10 m. En el desarrollo multipolar del potencial gravitatorio
terrestre el término cuadrupolar evaluado en la superficie terrestre se puede estimar
como

V2 = −GME

RE

2δr

RE

, (12)

siendo ME = 5.97×1024 kg la masa de la Tierra. Sustituyendo estos datos se obtiene
que el término ε = 2δr/RE es del orden de 10−6. Por lo tanto, considerando que
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la aceleración de la gravedad en la superficie terrestre es del orden de 10 m/s2, la
aceleración debida al término cuadrupolar será del orden de 10−5 m/s2 teniendo en
cuenta la peor situación posible. El orden de magnitud de la aceleración obtenida
no se corresponde con el de la aceleración anómala, pudiendo descartar el efecto de
las mareas oceánicas como responsable de la anomaĺıa flyby.

Mareas sólidas terrestres. Las mareas sólidas terrestres consisten en la deforma-
ción de la Tierra debido, principalmente, a (i) la rotación de la Tierra en el seno de
los campos gravitatorios del Sol y de la Luna y a que (ii) la Tierra no es perfecta-
mente ŕıgida. No obstante, la amplitud de estas mareas es del orden de δr ≈ 0.1 m,
por lo que la aceleración correspondiente al término cuadrupolar será del orden de
10−7 m/s2. Por esta razón también se puede descartar el efecto de las mareas sólidas
terrestres como el causante de la anomaĺıa flyby.

Carga eléctrica de la sonda. Las sondas espaciales son susceptibles de ser car-
gadas eléctricamente debido a la acción de los rayos cósmicos y las fulguraciones
solares. En la referencia [19] se estudia el proceso de carga de una nave y tomando
algunos valores razonables para las dimensiones de la sonda se estima que, en el
peor escenario, la carga puede ser de 10−5 C. Para una astronave con una masa
ms = 1000 kg y carga qs = 10−5 C moviéndose con velocidad vs = 30 km/s en el
seno del campo magnético terrestre, estimado en 0.2 G, la fuerza de Lorentz es del
orden de 10−6 N y la aceleración es del orden de 10−9 m/s2. A la vista de estos
resultados queda claro que la carga eléctrica de la sonda no es la responsable de la
anomaĺıa flyby.

Momento magnético. Una cosmonave posee un momento dipolar magnético m
no nulo que se debe, principalmente, a la contribución de (i) el momento dipolar
constante de la estructura de la astronave y (ii) el momento dipolar variable en el
tiempo de los bucles de corriente. De este modo, una sonda en el seno de un campo
magnético B experimentará una fuerza dada por F = ∇(m · B). A partir de la
monograf́ıa de S. Schalkowsky y M. Harris [20] se estima que |m| = 2 A ·m2 para
una sonda de masa ms = 1000 kg. Por otro lado, utilizando el modelo dipolar del
campo magnético terrestre [21] se obtiene que |∆B/∆x| ≈ 10−7 G/m. Sustituyendo
estos valores se llega a una aceleración del orden de 10−14 m/s2, que claramente
descarta el efecto del momento magnético como causa de la anomaĺıa flyby.

Albedo terrestre. El albedo terrestre se define como el cociente entre la radiación
que refleja la Tierra y la radiación solar que incide sobre ella, teniendo un valor
promedio de 0.3. Esta radiación reflejada ejerce una presión sobre la cosmonave.
Asumiendo que la astronave refleja perfectamente la radiación, que tiene una área
efectiva de 2 m2 y que la incidencia es perpendicular a esta área efectiva, la fórmula
P = 2I/c (siendo I = 420 W/m2 la intensidad de la radiación solar reflejada por la
Tierra) arroja una fuerza del orden de 10−6 N. Para una sonda de masa ms = 1000
kg, la aceleración es del orden aalbedo ≈ 10−9 m/s2, descartando este efecto como
causa de la anomaĺıa flyby.

Viento solar. El viento solar consiste en un chorro de part́ıculas cargadas consti-
tuido por electrones, protones y part́ıculas α principalmente, que se expulsa de la
atmósfera solar con velocidad v y densidad ρ. Este chorro de part́ıculas ejerce una
presión dinámica sobre la nave que viene dada por la fórmula P = 1

2
ρv2. Asumiendo

que ρ = 1.27×10−20 kg/m3, v = 450 km/s (los valores de ρ y v se han obtenido a
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partir de [22]), ms = 1000 kg y As = 2 m2, se obtiene una aceleración aSW ≈ 10−12

m/s2 suponiendo que el viento sea perpendicular al área efectiva As. Por lo tanto,
el viento solar tampoco puede ser el autor de la anomaĺıa flyby.

En el art́ıculo de P. G. Antreasian y J. R. Guinn [16] también se consideran los efectos de
la Luna incluyendo su elipticidad, el Sol, la influencia de otros planetas del sistema solar
y la elipticidad de la Tierra. En la tabla 3 se recogen las aceleraciones producidas por
estos efectos, calculadas mediante métodos numéricos, para los flybys Galileo I y NEAR.
Salvo la aceleración producida por la elipticidad de la Tierra, todas las demás son varios
órdenes de magnitud menores que la aceleración anómala y no pueden dar cuenta de la
anomaĺıa flyby. Por otro lado, aunque la aceleración producida por la elipticidad de la
Tierra es dos órdenes de magnitud mayor que la aceleración anómala, el error cometido
en el cálculo de la misma es del orden de 10−7 m/s2 [16], de modo que tampoco puede ser
la responsable de la anomaĺıa flyby. Para ver esto supóngase que el error cometido en el
cálculo es del orden de 10−3 m/s2. En este caso la anomaĺıa flyby podŕıa estar contenida
dentro del error en el cálculo, ya que es del orden de 10−4 m/s2. Sin embargo, como el
error cometido en el cálculo es varios órdenes de magnitud menor que la aceleración de la
anomaĺıa flyby, también se puede descartar el efecto de la elipticidad de la Tierra como
la causa de la anomaĺıa flyby.

En base al análisis realizado se puede determinar que ninguno de los efectos clásicos
considerados da cuenta de la aceleración anómala experimentada en los flybys de la tabla
2. Cabe pensar en una acumulación de las aceleraciones originadas por estos efectos.
No obstante, los efectos considerados se han estimado mediante modelos muy náıfs y
rara vez se van a corresponder con la realidad. Un cálculo más preciso de estos efectos
utilizando modelos más sofisticados muestra que estas aceleraciones son menores de lo
estimado. En la tabla 3 se encuentran tabuladas estas aceleraciones para los efectos de la
atmósfera terrestre, las mareas oceánicas, el albedo terrestre y el viento solar. Por lo tanto,
la acumulación de aceleraciones tampoco puede dar cuenta de la aceleración anómala.

4.2. Efectos relativistas

Además de los efectos clásicos también se deben tener en cuenta las perturbaciones
producidas por los efectos de la relatividad general. En esta sección se muestra el impacto
de las fuerzas gravitomagnética y gravitoeléctrica en el movimiento de la sonda, cuya
estimación se realiza utilizando métodos numéricos, aśı como el efecto del acoplamiento
spin-rotación.

Gravitoelectromagnetismo. Las ecuaciones de campo de Einstein, que describen
la curvatura del espacio-tiempo como resultado de la presencia de materia y enerǵıa,
se escriben como

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν , (13)

con Rµν el tensor de curvatura de Ricci, gµν la métrica, R el escalar de curvatura de
Ricci y Tµν el tensor enerǵıa-momento. En la aproximación de campo débil la métrica
gµν se puede tratar como una perturbación pequeña de la métrica de Minkowski ηµν

gµν = ηµν + hµν , |hµν | << 1 (14)
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Tabla 3: Magnitud de las aceleraciones (m/s2) producidas por los efectos de la Luna y
su elipticidad, el Sol, la influencia de otros planetas del sistema solar, la elipticidad de la
Tierra, la atmósfera terrestre, las mareas oceánicas, el albedo terrestre y el viento solar
calculadas mediante métodos numéricos para los flybys Galileo I y NEAR, del texto [16].

Aceleración Galileo I NEAR

Luna 1.5× 10−5 1.3× 10−5

Elipticidad Luna 4.5× 10−13 3.0× 10−13

Elipticidad Tierra 8.1× 10−3 1.3× 10−2

Sol 1.2× 10−5 7.7× 10−6

Mercurio 2.1× 10−12 7.0× 10−13

Venus 5.7× 10−12 1.0× 10−9

Marte 2.0× 10−11 1.6× 10−13

Júpiter 7.8× 10−11 2.6× 10−11

Saturno 2.3× 10−12 1.8× 10−12

Otros planetas < 1.0× 10−13 < 1.0× 10−13

Atmósfera 3.9× 10−8 2.5× 10−7

Mareas oceánicas 1.4× 10−7 1.9× 10−7

Albedo terrestre 1.9× 10−9 2.0× 10−7

Viento solar 5.9× 10−8 9.2× 10−8

donde hµν es la perturbación, que depende de la condición gauge. Resulta útil definir
la cantidad h̄µν = hµν − 1

2
ηµνh, con h = ηµνhµν . Imponiendo la condición gauge de

Lorentz h̄µν ,ν = 0 y cogiendo solo los términos lineales en hµν las ecuaciones de
campo de Einstein (13) se reescriben como

2h̄µν = −16πG

c4
Tµν , (15)

siendo 2 ≡ 1
c2

∂
∂t
−∇2, el operador D’Alembertiano. La solución de esta ecuación es

(función de Green aplicada a Tµν) [24]

h̄µν(x, t) =
4G

c4

∫
Tµν (x′, ct− |x− x′|)

|x− x′|
d3x′ (16)

con el tensor enerǵıa-momento evaluado en el tiempo retardado ct− |x− x′|. Supo-
niendo que la fuente de este campo gravitatorio débil es un cuerpo astronómico en ro-
tación que se mueve con velocidad v (v << c, régimen no relativista) las componen-
tes del tensor enerǵıa-momento son T 00 = ρgc

2, T 0i = cjig y |T ij| << |T 0i| << |T 00|,
con ρg la densidad volumétrica de masa del cuerpo astronómico y jg = ρgv el vector
densidad de corriente de masa. En este punto es conveniente definir los potenciales
gravitoelectromagnéticos Φg(x, t) (potencial gravitoeléctrico) y Ag(x, t) (potencial
vector gravitomagnético) como

h̄00(x, t) = −4Φg(x, t)

c2
, h̄0i =

2Agi(x, t)

c2
, (17)

donde

Φg(x, t) = −G
∫
ρg (x′, t)

|x− x′|
d3x′ , Ag(x, t) = −2G

c

∫
jg (x′, t)

|x− x′|
d3x′ . (18)
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Los términos h̄ij restantes tienen una dependencia en c−4, de modo que se desprecian
en este desarrollo. Por lo tanto, la condición gauge de Lorentz se puede reescribir
en términos de los potenciales Φg y Ag como

1

c

∂Φg

∂t
+∇ ·

(
1

2
Ag

)
= 0 . (19)

Comparando esta ecuación con la condición de Lorentz del electromagnetismo

1

c

∂Φ

∂t
+∇ ·A = 0 , (20)

se puede establecer la analoǵıa Φ → Φg y A → Ag/2 entre el electromagnetismo
y la gravitación en la aproximación de campo débil. Siguiendo con la analoǵıa se
definen los campos gravitoeléctrico Eg y gravitomagnético Bg de la forma

Eg = −∇Φg −
1

c

∂

∂t

(
1

2
Ag

)
, Bg = ∇×Ag . (21)

Estos campos inducen las fuerzas gravitoeléctrica y gravitomagnética respectivamen-
te en una part́ıcula de prueba (por ejemplo, una cosmonave) cercana, modificando
la trayectoria de la misma.

• Fuerza gravitomagnética. La fuerza gravitomagnética que experimenta una
part́ıcula test en las inmediaciones de un cuerpo celeste se produce como conse-
cuencia de su momento angular intŕınseco, que se denotará por S. Esta fuerza
desv́ıa la trayectoria de la astronave en función de la orientación mutua entre
S y el momento angular orbital L de la nave y es la causa del efecto Lense-
Thirring explicado anteriormente. Habida cuenta de la validez de la aproxima-
ción de campo débil, el campo gravitomagnético lejos de un cuerpo celeste en
rotación se puede escribir como un campo dipolar

Bg = − G

cr3
[S− 3

r2
(S · r)r] , (22)

donde r es el vector dirigido según la ĺınea que une los centros de masa del
objeto astronómico y la sonda. Una part́ıcula test moviéndose con velocidad v
en el seno del campo gravitomagnético experimentará una aceleración análoga
a la producida por la fuerza de Lorentz del electromagnetismo [24]

aGM = −2

c
v×Bg . (23)

La magnitud de esta aceleración puede ser tanto positiva como negativa en fun-
ción de la orientación mutua entre los vectores v y Bg. Para cuerpos astronómi-
cos ordinarios como la Tierra o el Sol, el módulo de aGM es varios órdenes de
magnitud menor que la aceleración producida por el término monopolar del
desarrollo multipolar del potencial gravitatorio Newtoniano, aN = GM/r2. En
aras de estimar la magnitud de la aceleración aGM se utilizan los datos de la
posición y velocidad [17] aśı como la altura H (ver tabla 2) de la sonda NEAR
[25] cerca del perigeo de su órbita hiperbólica. Sustituyendo en la ecuación (23)
se obtiene que aGM = 3.8×10−10 m/s2, descartando la fuerza gravitomagnética
como la responsable de la anomaĺıa flyby.
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• Fuerza gravitoeléctrica. La fuerza gravitoeléctrica que experimenta una
part́ıcula test en las inmediaciones de un objeto astronómico se produce co-
mo consecuencia de la masa del mismo. Esta fuerza, a diferencia de la gra-
vitomagnética, siempre es atractiva y no depende de la orientación L-S. La
aceleración inducida en la cosmonave por el campo gravitoeléctrico producido
por un objeto astronómico de masa M en la aproximación post-Newtoniana de
orden O(c−2) [17] es

aGE =
GM

c2

[
4GM

r4
r− v2

r3
r +

4(r · v)

r3
v

]
, (24)

siendo r el vector dirigido según la ĺınea que une los centros de masa del cuerpo
celeste y la sonda y v la velocidad de la sonda. Para obtener una estimación
del módulo de la aceleración aGE se utilizan nuevamente los datos de la sonda
NEAR cerca del perigeo. Sustituyendo en la ecuación (24) se obtiene que aGE =
6.35×10−9 m/s2, concluyendo que la fuerza gravitoeléctrica tampoco da cuenta
de la anomaĺıa flyby.

Acoplamiento spin-rotación. Entre dos sistemas de referencia no inerciales como,
por ejemplo, la Tierra y una astronave, se produce un acoplamiento de la helicidad
de las ondas (que se utilizan para determinar la velocidad de la cosmonave, como
se ha explicado anteriormente) con la rotación de estos sistemas [23] dado por la
fórmula

ω′ = γ
[
(ω − Ĥ ·Ω)− v · k

]
, (25)

siendo ω y ω′ las frecuencias angulares de las señales emitida por un sistema de
referencia y recibida por el otro respectivamente, γ = (1−v2/c2)−1/2, Ĥ = ±ck/ω el
vector helicidad unitario de los fotones, v la velocidad relativa entre ambos sistemas
de referencia y Ω la velocidad angular de rotación del sistema de referencia que
recibe la señal. Esto hace que se produzca un cambio aparente en la velocidad de
la sonda respecto a la Tierra de magnitud ∆v = cΩ/ω que realmente no existe.
No obstante, este efecto solo se manifestaŕıa en una gráfica de residuos Doppler y
no en una gráfica de residuos de distancia, que es independiente del acoplamiento
helicidad-rotación, pudiendo descartar este efecto como responsable de la anomaĺıa
flyby.

En esta sección se ha visto que los efectos relativistas del gravitoelectromagnetismo y
del acoplamiento spin-rotación tampoco aclaran el origen de la anomaĺıa flyby. Algunas
de las explicaciones que se han dado para este cambio anómalo en la velocidad son las
siguientes: (i) la velocidad de la luz c es anisótropa y depende de la densidad de enerǵıa
total localmente, de modo que el origen de la anomaĺıa flyby es consecuencia de la supo-
sición de que c es invariante en el método de seguimiento utilizado; (ii) versión causal de
la teoŕıa Newtoniana debido a un retraso temporal del campo gravitatorio; (iii) efectos
de una corriente de torsión topológica; (iv) modificación de la inercia. En las próximas
secciones se profundizará en estas teoŕıas, discutiendo la validez de las aproximaciones
realizadas y los resultados que se obtienen.
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5. Efectos de una corriente de torsión topológica

En la sección 2.1 se ha visto que la maniobra flyby consiste esencialmente en un
problema de tres cuerpos entre la cosmonave, el Sol y la Tierra. La cosmonave (sistema)
y el Sol y la Tierra (ambiente) se intercambian enerǵıa, por lo que el sistema no está en
equilibrio termodinámico con el ambiente. En el art́ıculo de M. J. Pinheiro [26] se presenta
una explicación teórica del proceso f́ısico que subyace a los cambios de velocidad anómalos
basada en el concepto de la maximización de la entroṕıa a un sistema f́ısico fuera del equi-
librio. Para derivar esta explicación se considera un sistema compuesto por un conjunto
de N part́ıculas puntuales de masa m(α), coordenadas x

(α)
i y componentes de velocidad

v
(α)
i (α = 1, 2, ..., N ; i = 1, 2, 3) en un sistema de referencia inercial. Los sub́ındices latinos

hacen referencia a las componentes cartesianas y los supeŕındices griegos diferencian las
masas. La enerǵıa interna U (α) de cada part́ıcula puntual moviéndose con momento lineal
p(α) en un sistema de referencia inercial es [27]

U (α) = E(α) −
(
p(α)

)2
2m(α)

−
(
L(α)

)2
2I(α)

− q(α)V (α) + q(α)
(
A(α) · v(α)

)
,

con q(α) la carga eléctrica, E(α) la enerǵıa total, I(α) el momento de inercia, L(α) el momento
angular, todos ellos de la part́ıcula α, y V (α) y A(α) el potencial electrostático y el potencial
vector magnético a los que está sometida la part́ıcula α. La entroṕıa de cada part́ıcula
puntual es una función de la enerǵıa interna, S(α)(U (α)). Sumando la contribución de cada
una de ellas se obtiene la entroṕıa total del sistema,

S =
N∑
α=1

S(α)

(
E(α) −

(
p(α)

)2
2m(α)

−
(
L(α)

)2
2I(α)

− q(α)V (α) + q(α)
(
A(α) · v(α)

))
. (26)

Para un sistema totalmente aislado la enerǵıa total E, el momento lineal total P y el
momento angular total L son absolutamente conservadas, de modo que

E =
N∑
α=1

E(α) , (27)

P =
N∑
α=1

p(α) , (28)

y

L =
N∑
α=1

L(α) =
N∑
α=1

r(α) × p(α) + J(α) , (29)

donde el momento angular de cada part́ıcula puntual se ha escrito como la suma de dos
contribuciones, el momento angular orbital r(α)×p(α), con r(α) el vector de posición de la
part́ıcula α respecto a un sistema de referencia inercialR, y el momento angular intŕınseco
J(α) (ver figura 5). De acuerdo al principio de entroṕıa máxima se buscan los extremos de
la ecuación (26) sujeta a las ligaduras (27), (28) y (29). Para ello se utiliza el método de
los multiplicadores de Lagrange, que consiste en construir la función

S̄ =
N∑
α=1

[
S(α)

(
U (α)

)
+ a · p(α) + b ·

(
r(α) × p(α) + J(α)

)]
, (30)
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Figura 5: Conjunto de part́ıcu-
las de masa m(α) rotando alre-
dedor del eje OZ con velocidad
angular ω, del texto [27].

con a y b los multiplicadores de Lagrange (escritos como vectores), y calcular sus extremos.
Las ecuaciones que se obtienen son

∂S̄

∂p(α)
≥ 0 , (31)

∂S̄

∂r(α)
= − 1

T (α)
∇r(α)U

(α) − 1

T (α)
m(α)∂v(α)

∂t
≥ 0 , (32)

donde 1/T (α) ≡ ∂S̄/∂U (α) y ∇r(α) ≡ ∂

∂r
(α)
1

ı̂ + ∂

∂r
(α)
2

̂ + ∂

∂r
(α)
3

k̂, con {̂ı, ̂, k̂} los vectores

unitarios asociados a las direcciones de los ejes cartesianos. La igualdad de estas ecuaciones
se da cuando el sistema está en equilibrio termodinámico con el ambiente y la desigualdad
cuando está fuera del equilibrio. Manipulando las ecuaciones (31) y (32) para un sistema
con carga eléctrica nula en presencia de un campo gravitatorio y pasando de un sistema
discreto a uno continuo (

∑
→
∫

) se deriva la ecuación general de la dinámica para
sistemas gravitatorios [27]

m
dv

dt
= −∇φ+m[A× ω] , (33)

siendo m la masa de la sonda, v la velocidad de la cosmonave relativa a la Tierra, φ el
potencial gravitatorio terrestre, A el potencial vector gravitatorio terrestre y ω el vector
velocidad angular de rotación de la Tierra alrededor de su eje. Cabe destacar que la
ecuación (33) también se puede aplicar a flybys alrededor de otros planetas. El primer
término de la derecha es el gradiente del término monopolar de la expansión multipolar
del potencial gravitatorio terrestre φ = −GmME/r

2, siendo r la distancia relativa entre la
Tierra y la sonda, mientras que el segundo término de la derecha representa la corriente de
torsión topológica (en adelante TTC, por sus siglas en inglés), expresada como el producto
vectorial de A y ω. Teniendo en cuenta el retardo del campo gravitatorio se considera el
potencial vector gravitatorio en la forma (Liénard-Wiechert)

A(r, t) =
G

c2
MEv

r (1− v · n̂/c)
, (34)

siendo r el vector posición de la sonda respecto a la Tierra y n̂ el vector unitario r/r. La
ecuación general de la dinámica muestra que la TTC solo aparece en sistemas fuera del
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equilibrio como resultado de la rivalidad entre la enerǵıa mecánica mı́nima y la entroṕıa
máxima del sistema (y no solo de la imposición del criterio de mı́nima enerǵıa). Para
simplificar el problema matemático se asume la geometŕıa de la figura 6. En esta figura
aparecen dos sistemas de referencia, el {Î, Ĵ, K̂} y el {xo, yo, zo}. El primero de ellos es el
sistema de referencia ecuatorial terrestre y está definido de tal forma que K̂ coincide con
la dirección y sentido de ω e Î y Ĵ son dos vectores cualesquiera perpendiculares entre ellos
y con K̂, de modo que se encuentran en el plano ecuatorial. El sistema de referencia {xo,
yo, zo} se corresponde con una rotación de ángulo I del sistema de referencia ecuatorial
terrestre alrededor del eje Ĵ, siendo I el ángulo de inclinación del plano que contiene
la trayectoria de la cosmonave con el plano ecuatorial terrestre. De esta forma zo es
perpendicular al plano que contiene la trayectoria de la astronave y xo e yo ≡ Ĵ están
contenidos en el mismo. El término de la TTC se escribe como (ω = ωEK̂)

A× ω = ωE sin I(Axo − Azo)yo , (35)

donde Axo y Azo son las componentes de A en el sistema de referencia {xo, yo, zo}. Por
otro lado, desarrollando en serie de Taylor el potencial vector gravitatorio terrestre hasta
primer orden se obtiene que

A ≈ GME

c2
v

r
+
GME

c2
v

r

(
v · n̂
c

)
. (36)

Teniendo en cuenta que n̂ ≡ ur (vector unitario en la dirección radial de la Tierra), el
producto escalar v · n̂ = vr es la componente radial de la velocidad de la sonda respecto
a la Tierra. Por lo tanto, sustituyendo en la ecuación (36) se tiene que

A ≈ GME

c2r

(
vxo +

vxovr
c

)
xo +

GME

c2r

(
vyo +

vyovr
c

)
yo . (37)

Reemplazando las ecuaciones (35) y (37) en (33) y haciendo una transformación del sis-
tema de referencia {xo, yo, zo} al sistema de coordenadas de Hill {ur, uϕ, zo} [28] se
tiene que el conjunto de ecuaciones diferenciales (teniendo en cuenta que, como v ⊥ zo,
Azo = 0) que gobierna el movimiento de la cosmonave durante la maniobra de asistencia
gravitatoria es

m
dvr
dt

= −(∇φ)r , (38)

m
dvϕ
dt

= mωE
u

r
vr sin I + 2mωE

u

r

v2
r

c
cosϕ′ sin I , (39)

m
dvz
dt

= 0 , (40)

siendo vr, vϕ y vz las componentes del vector v en el sistema de referencia {ur, uϕ, zo},
u ≡ GME/c

2, ω el argumento osculante del perigeo a lo largo de la órbita de la sonda desde
el ecuador, ϕ el ángulo que forma el vector posición de la sonda con el vector posición del
perigeo de su trayectoria y ϕ′ = ω∓ϕ (ver figura 6). El signo ∓ sale de que antes de que
la sonda pase por el perigeo de su trayectoria el signo del ángulo ϕ es positivo mientras
que después de que la sonda pase por su perigeo el signo es negativo.

Considerando que la cosmonave realiza el flyby en dirección prograda, es decir, en el
mismo sentido de rotación que la Tierra, la representación general de las componentes del
vector velocidad de la sonda en el sistema de referencia terrestre es

vxo = −vin
∞ cosϕ′ , (41)



5 EFECTOS DE UNA CORRIENTE DE TORSIÓN TOPOLÓGICA 20

Figura 6: Geometŕıa de la ma-
niobra flyby y sus parámetros
orbitales, del texto [26].

vyo = vin
∞ sinϕ′ , (42)

y vzo = 0, de acuerdo a la geometŕıa de la figura 6. Las condiciones iniciales son v(t =
0) = vin

∞, con t = 0 en el punto de entrada de la sonda en la esfera de influencia gravi-
tatoria terrestre. Debido a la complejidad del problema solo se desea resolver el sistema
de ecuaciones (38)-(40) en la región en la que ocurre el flyby, por lo que se realizan las
aproximaciones (i) r ≈ RE + H, con H la altura de la sonda en el perigeo (ver tabla 2)
y (ii) vxo ≈ 0 y vxov

in
∞/v ∼ vϕ ya que se asume una trayectoria cuasicircular durante el

flyby. Por lo tanto, la ecuación (39) se reescribe como

dvϕ
dϕ′

=

(
Kcvr

vϕ
sin I +

Kvin
∞vr
c

cos 2ϕ′ sin I

)
cosϕ′ , (43)

donde K = 2ωE/(RE + H) y se ha tenido en cuenta que dt = (RE + H)dϕ′/vϕ debido a
la suposición de una trayectoria cuasicircular. En la figura 7a se presenta una solución de
esta ecuación. Destaca el hecho de que la velocidad acimutal de la sonda antes y después
del flyby (extremos de la figura) es igual, produciéndose un cambio nulo en la misma.

En cambio, si el flyby se realiza en dirección retrógrada, es decir, en sentido opuesto
al sentido de rotación terrestre, la representación general de las componentes del vector
velocidad de la sonda en el sistema de referencia terrestre es

vxo = vin
∞ cosϕ′ , (44)

vyo = −vin
∞ sinϕ′ , (45)

y vzo = 0. En este caso las condiciones iniciales son las mismas que para el flyby en
dirección prograda y la ecuación del movimiento acimutal de la astronave es (utilizando
las aproximaciones realizadas anteriormente)

dvϕ
dϕ′

=

(
Kcvr

vϕ
sin I +

Kvin
∞vr
c

cosϕ′ sin I

)
cosϕ′ . (46)
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(a) (b)

Figura 7: Representación de la velocidad acimutal y = vϕ (en mm/s) en función del ángulo
x = ϕ′ (en radianes, de 0 a π) normalizada a y = 1 mm/s en x = 0. En la figura (a)
se representa una solución t́ıpica de (43) para un flyby en dirección prograda mientras
que en (b) se representa una solución de (46) para un flyby en dirección retrógrada. Cabe
destacar que los valores de la anomaĺıa en la velocidad, la diferencia entre los valores y(0)
e y(π), no están escalados a valores reales. Figuras extráıdas de [29].

En la figura 7b se presenta una solución para esta ecuación. La diferencia entre las velo-
cidades antes y después del flyby (extremos de la figura) es distinta de cero, por lo que
en este caso śı que se produce una anomaĺıa en la velocidad de la cosmonave.

En conclusión, de acuerdo a esta teoŕıa cuando una nave realiza un flyby en dirección
prograda la diferencia entre las velocidades antes y después del flyby es nula y no se observa
una diferencia anómala en la velocidad. En cambio, si el flyby se realiza en dirección
retrógrada se produce un cambio anómalo en la velocidad de la sonda. Las ecuaciones del
movimiento acimutal de la astronave (43) y (46) verifican las tres caracteŕısticas de la
fórmula emṕırica de Anderson. Además, la dependencia de la ecuación (46) en el factor
sin I indica que no se produce una aceleración anómala cuando el ángulo de inclinación
orbital I es nulo. Este resultado es consistente con los datos de la tabla 2. Por ejemplo, la
sonda Cassini presenta un incremento de velocidad anómalo pequeño porque I = 25.4o.
Por el contrario, cuando I ∼ 90o, como en el caso de la sonda NEAR, la variación de
velocidad es mayor. Asimismo, debido al carácter vectorial de la TTC la variación en la
velocidad anómala puede ser tanto positiva como negativa dependiendo de si el encuentro
entre la cosmonave y la Tierra se produce en el lado anterior o posterior de su trayectoria
orbital. Pese a todo, esta teoŕıa presenta el interrogante de si es capaz de reproducir los
cambios de velocidad anómalos observados para los flybys de la tabla 2 ya que el punto de
entrada de cada sonda en la esfera de influencia gravitatoria terrestre no ha sido publicado
en ningún art́ıculo, de modo que no se puede resolver la ecuación diferencial (43) o (46)
(dependiendo de cada caso) para los flybys de la tabla 2.
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6. Versión causal de la teoŕıa Newtoniana

La teoŕıa clásica de la gravitación newtoniana no satisface el principio de causalidad
ya que esta se basa en una acción instantánea en la distancia. El principio de causalidad
indica que el efecto de cualquier campo f́ısico requiere un tiempo finito para propagarse
desde la fuente al punto en el que se calculan los efectos producidos por el mismo. En
el art́ıculo de J. C. Hafele [30] se deriva una versión causal de la teoŕıa clásica acausal
Newtoniana, a partir de la cual se obtiene una fórmula que reproduce adecuadamente los
cambios anómalos en la velocidad de las sondas en términos de un campo de inducción.

Partiendo de las ecuaciones de campo de Einstein y utilizando la aproximación de
campo débil se derivan las ecuaciones para el potencial gravitoeléctrico retardado ϕ, el
campo gravitoeléctrico retardado e, el potencial vector gravitomagnético retardado a y
el campo de inducción gravitomagnético retardado h [31] de un objeto astronómico

ϕ = G

∫∫∫ [ ρ
r′′

]
dV , a =

G

c

∫∫∫ [ρu
r′′

]
dV ,

e = −∇ϕ , h = ∇× 4a ,

donde ρ es la densidad de masa del planeta, u es la velocidad de un elemento de masa
dm′ del objeto celeste en un sistema de referencia inercial, r′′ es el vector de posición
del punto donde se quiere calcular el campo gravitatorio respecto al elemento de masa
dm′ (ver figura 8) y las funciones entre corchetes denotan que deben ser evaluadas en el
tiempo retardado, es decir, el tiempo que tarda el campo gravitatorio en propagarse con
velocidad cg aproximadamente igual a la velocidad de la luz desde el elemento de masa
hasta el punto del campo.

Como ya se ha mencionado anteriormente, una part́ıcula test cuyo vector de posi-
ción es r y vector velocidad v sometida a la acción de un campo gravitoelectromagnético
experimenta una aceleración análoga a la fuerza de Lorentz del electromagnetismo da-
da por g = −(e + v × h/c). Por lo tanto, sustituyendo los campos gravitoeléctrico y
gravitomagnético se obtiene que

g = −∇
(
G

∫∫∫ [ ρ
r′′

]
dV

)
−
(

v×
(
∇×

(
4G

c2

∫∫∫ [ρu
r′′

]
dV

)))
. (47)

De acuerdo a la ecuación (47) la aceleración inducida por el campo gravitoeléctrico es in-
dependiente de c mientras que aquella producida por el campo gravitomagnético está mul-
tiplicada por un factor 1/c2. Considerando que la magnitud de la aceleración debida a
los efectos del campo gravitoeléctrico es del orden de 10 m/s2 (campo gravitatorio en la
superficie terrestre) y que la magnitud de la aceleración causada por el campo gravito-
magnético es del orden de 10−10 m/s2 (estimación realizada en la sección 4.2), se puede
despreciar esta última. Por lo tanto, la ecuación (47) se transforma en

g = −∇
(
G

∫∫∫ [ ρ
r′′

]
dV

)
. (48)

Esta ecuación presenta un gran parecido para con la ley de gravitación de Newton con la
salvedad de que el integrando está evaluado en el tiempo retardado. Conviene puntualizar
que solo es válida en la aproximación de campo débil y siempre que las velocidades
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Figura 8: Geometŕıa que interviene en el
cálculo de las componentes d3gr y d3gtrt
del campo gravitatorio elemental crea-
do por un elemento de masa dm′ en el
sistema de referencia ecuatorial terres-
tre {Î, Ĵ, K̂}. El eje K̂ es paralelo al eje
de rotación terrestre. Los vectores r y r′

denotan, respectivamente, el vector ra-
dial del origen al punto del campo y el
vector radial del origen al elemento de
masa del planeta. La curva etiquetada
como trayectoria es la proyección de la
trayectoria de la cosmonave en el plano
ecuatorial (Î, Ĵ). Figura extraida de [30].

involucradas sean no relativistas. Diferenciando la ecuación (48) y teniendo en cuenta que
dm′ = ρ(r′)dV resulta

d3g = −Gdm′

r′′2
r′′

r′′
. (49)

Esta fórmula expresa el campo gravitatorio elemental total d3g creado por el elemento
de masa dm′, que consiste en una componente radial d3gr y una componente transversal
d3gtrt de tal forma que d3g = d3gr + d3gtrt. La fórmula diferencial para cada una de ellas
es

d3gr = −Gdm′

r′′2

(
r′′

r′′

)
r

, d3gtrt = −Gdm′

r′′2

(
r′′

r′′

)
trt

, (50)

siendo (r′′/r′′)r y (r′′/r′′)trt las componentes radial y transversal del vector unitario r′′/r′′

respectivamente (ver figura 8). Integrando la componente transversal d3gtrt en el volumen
del cuerpo celeste en el tiempo retardado y considerando la geometŕıa de la figura 8, la
fórmula resultante para la magnitud de la componente transversal es

gtrt(θ) = −G IE
R4
E

veq

cg

ωφ(θ)− ωE
ωE

cos2(λ(θ))PS(r(θ)) , (51)

donde IE es el momento de inercia terrestre en la aproximación esférica, ωE el módulo
de la velocidad angular terrestre, veq el módulo de la velocidad de la superficie ecuatorial
terrestre, θ el ángulo polar de la astronave en el plano de la órbita, ωθ = dθ/dt la velocidad
angular de la nave, ωφ la componente acimutal φ de ωθ, λ la latitud geocéntrica de la sonda,
r la distancia entre la Tierra y la cosmonave y PS(r) una serie de potencias que aproxima
la integral triple sobre el volumen terrestre. La fórmula para PS(r) es

PS(r) ≡
(
RE

r

)3
(
C0 + C2

(
RE

r

)2

+ C4

(
RE

r

)4

+ C6

(
RE

r

)6
)
,

siendo C0, C2, C4 y C6 unos coeficientes calculados mediante el ajuste de la serie de
potencias al valor de la integral triple y cuyos valores son

C0 = 0.50889 , C2 = 0.13931 , C4 = 0.01013 , C6 = 0.14671 .
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Tabla 4: Datos y resultados del cálculo de los cambios de velocidad anómalos de las sondas
Galileo, NEAR, Cassini, Rosetta y MESSENGER, extraidos de [32]. Los ángulos θmin y
θmax representan los valores mı́nimo y máximo de θ, ∆vobs denota el cambio de velocidad
anómalo observado, ∆vtrt es el cambio de velocidad calculado a partir de (53)-(54) y cg/c
y vk/veq son los valores que mejor ajustan ∆vtrt a ∆vobs.

Flyby Galileo I Galileo II NEAR Cassini Rosetta I MESSENGER

θmin (o) -113.62 -115.32 -123.12 -99.75 -137.28 -136.39
θmax (o) 113.62 115.32 123.14 99.75 138.67 136.53

∆vobs (mm/s) 3.92 ± 0.30 -4.6 ± 1.0 13.46 ± 0.01 -2 ± 1 1.80 ± 0.03 0.02 ± 0.01
∆vtrt (mm/s) 3.92 ± 0.30 -4.6 ± 1.0 13.46 ± 0.01 -2 ± 1 1.80 ± 0.03 0.02 ± 0.01

cg/c 1 1 1.000 ± 0.001 1 1.00 ± 0.02 1
vk/veq 12 ± 3 14 ± 3 6.530 ± 0.005 17 ± 9 7.1 ± 0.2 7 ± 4

De acuerdo con las condiciones que impone la fórmula emṕırica de Anderson, la ecuación
(51) debe modificar la magnitud del vector vλ (el vector velocidad de la astronave se puede
descomponer en tres vectores mutuamente ortogonales, de forma que v = vr + vφ + vλ)
de la velocidad de la astronave. No obstante, este vector es ortogonal a gtrt, por lo que
gtrt no puede cambiar la magnitud de vλ sino solo su dirección. Para satisfacer este
requerimiento se introduce un hipotético campo de inducción, denotado por F λ, dirigido
en la dirección de vλ. Por analoǵıa con el electromagnetismo se asume que el rotacional
de F λ solo tiene componente acimutal φ y es igual a −kdgtrt/dt, siendo k un parámetro
ajustable. Integrando ∇× F λ se obtiene una fórmula para la magnitud de F λ (para un
desarrollo detallado ver [32])

Fλ =
veq
vk

RE

r(θ)

∫ θ

0

r(θ)

RE

ωθ(θ)

ωE

1

RE

dr

dθ

dgtrt
dθ

dθ , (52)

donde se ha redefinido el parámetro ajustable como vk ≡ 1/k, llamado velocidad de
inducción. Finalmente, a partir de la potencia desarrollada por la fuerza F λ se deriva una
fórmula para el cambio anómalo en la velocidad asintótica de la cosmonave

∆vtrt = ∆vin
∞ + ∆vout

∞ , (53)

siendo
∆vin
∞ = ∆v(θmin) , ∆vout

∞ = ∆v(θmax) ,

y

∆v(θ) =
vin
∞
2

∫ θ

0

rλ(θ)Fλ(θ)

(vin
∞)2

dλ

dθ
dθ . (54)

Los ángulos θmin y θmax denotan los valores mı́nimo y máximo de θ. El cambio de velocidad
de la ecuación (54) es proporcional a vin

∞, otra de las caracteŕısticas de la ecuación emṕırica
de Anderson. Utilizando los valores de θmin y θmax de la tabla 4 junto con las ecuaciones
(53)-(54) e imponiendo que ∆vtrt = ∆vobs, es decir, el cambio de velocidad anómalo
observado, se obtienen los parámetros cg y vk para cada flyby (también presentes en la
tabla 4).

En conclusión, en esta sección se ha mostrado una versión causal de la teoŕıa new-
toniana a partir de las ecuaciones de Einstein en la aproximación de campo débil. Esta
teoŕıa permite explicar y calcular de forma precisa los cambios anómalos en la velocidad
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de las sondas tras una maniobra de asistencia gravitatoria a partir del ajuste de la ve-
locidad de inducción vk. Por lo tanto, según esta teoŕıa el origen de la anomaĺıa flyby
se encontraŕıa en el efecto producido por el retraso temporal del campo gravitatorio. No
obstante, esto no ha podido detectarse en el pasado debido a que este efecto disminuye
con la tercera potencia de la distancia, tal y como se puede apreciar en la serie de poten-
cias de la ecuación (51). Pese a todo, uno de los interrogantes que presenta esta teoŕıa es
que como se deriva a partir de la teoŕıa de la relatividad general entonces la teoŕıa de la
relatividad general también debeŕıa explicar esta anomaĺıa. Sin embargo, en la sección 4.2
se ha visto que la teoŕıa de la relatividad general en la aproximación de campo débil no
puede explicar la anomaĺıa flyby, por lo que esto genera ciertas dudas en la teoŕıa de J. C.
Haffele. Otro de los aspectos más controvertidos es la inclusión de un campo de inducción
F λ. Este campo de inducción es uno de los aspectos esenciales de su teoŕıa, sin el cual no
se podŕıa explicar la anomaĺıa flyby. Haffele introduce el campo de inducción en su teoŕıa
para que los resultados estén de acuerdo con las observaciones, pero en ningún momento
explica el origen del mismo.

7. Modificación de la inercia

En el art́ıculo [33] M. E. McCulloch propone un modelo en el que la masa inercial
de la cosmonave depende de la aceleración de la misma, de tal forma que la masa se
reduce ligeramente cuando la aceleración decrece. Considerando la aceleración de la sonda
respecto a cada elemento de masa de la Tierra este modelo predice una reducción de la
masa inercial a medida que aumenta la latitud geocéntrica, ya que cerca de los polos
la aceleración relativa promedio es menor. Por lo tanto, teniendo en cuenta la ley de
conservación del momento lineal, se produce un aumento en la velocidad de la astronave. A
partir de este modelo se deriva una ecuación que presenta ciertas similitudes con la fórmula
emṕırica de Anderson y, aplicándola a los flybys de la tabla 2, ajusta adecuadamente los
cambios de velocidad anómalos observados en las sondas Galileo y Rosetta en su primer
flyby terrestre y NEAR.

La teoŕıa de la dinámica modificada (MOND, por sus siglas en inglés) propuesta por
Milgrom [34] es una teoŕıa alternativa a la materia oscura que atribuye la discrepancia
de masa evidenciada por galaxias y sistemas galácticos a una ruptura con la dinámica
estándar. Esta teoŕıa establece que en el ĺımite de aceleraciones bajas la dinámica debe
modificarse. El modelo propuesto por M. E. McCulloch se basa en esta teoŕıa. Sin embargo,
plantea que la masa inercial vaŕıa de forma inversamente proporcional a la aceleración y
no como expone Milgrom [34]. De esta forma, establece que

mi = mg

(
1− βπ2c2

aΘ

)
, (55)

siendo mi y mg las masas inercial y gravitatoria de la sonda respectivamente, β = 0.2, Θ =
2c/H, con H = 68.5 km/s/Mpc la constante de Hubble, y a el módulo de la aceleración
de la astronave relativa a la materia en su entorno, en este caso la Tierra. Este modelo
no requiere explicar las órbitas de los planetas. Además, está en desacuerdo con precisas
observaciones del principio de equivalencia (mi = mg) realizadas tanto en experimentos
en la superficie terrestre (Schlamminger et al. [35]) como en el espacio (P. Touboul et al.
[36]). Para soslayar estos inconvenientes McCulloch sugiere que su modelo solo es aplicable
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a órbitas abiertas y, según él, el modelo no entra en conflicto con los experimentos del
principio de equivalencia ya que estos se realizan en órbitas cerradas. No obstante, esto
último no es cierto. De acuerdo a la teoŕıa de la relatividad general la órbita de la Tierra
no es cerrada, de modo que los experimentos del principio de equivalencia no debeŕıan
distinguir entre órbitas abiertas y órbitas cerradas. Pese a estas objeciones, en los párrafos
venideros se sigue con el desarrollo del modelo propuesto por McCulloch.

Para calcular el cambio anómalo en la velocidad de las sondas se utiliza el principio
de conservación del momento lineal

MEVin
E +minv

in
∞ = MEVout

E +moutv
out
∞ , (56)

donde los términos MEVin
E y MEVout

E se corresponden con los momentos lineales inicial
y final de la Tierra y los términos minv

in
∞ y moutv

out
∞ con los momentos lineales inicial y

final de la astronave. Sustituyendo la ecuación (55) para las masas inerciales de la sonda
min y mout se obtiene que

MEVin
E +mg

(
1− βπ2c2

ainΘ

)
vin
∞ = MEVout

E +mg

(
1− βπ2c2

aoutΘ

)
vout
∞ , (57)

con ain y aout los módulos de las aceleraciones inicial y final de la cosmonave relativas a
la Tierra. Despejando la diferencia entre las velocidades inicial y final de la nave, ∆v, se
llega a

∆v = vout
∞ − vin

∞ =
ME

mg

(
Vin
E −Vout

E

)
+
βπ2c2

Θ

(
vout
∞
aout
− vin

∞
ain

)
. (58)

El primer término del miembro de la derecha es el que se obtiene asumiendo el principio
de equivalencia, de modo que no aporta nada nuevo. El segundo término, que se denota
por ∆v′, se origina debido a la modificación de la inercia y es el que se estudia,

∆v′ =
βπ2c2

Θ

(
vout
∞
aout
− vin

∞
ain

)
. (59)

Con el propósito de analizar este término se toman los estados inicial y final de la sonda de
forma que ain = aout y se asume que las aceleraciones de la sonda relativas a cada elemento
de masa de la Tierra también contribuyen a las aceleraciones ain y aout. Para imaginar
estas aceleraciones se puede trazar una ĺınea imaginaria que conecta cada elemento de
masa de la Tierra con la sonda y se mide la aceleración a la que aumenta o disminuye el
tamaño de la ĺınea para determinar la masa inercial de cada interacción gravitatoria. La
magnitud de la aceleración de un elemento de masa de la Tierra (en la aproximación de
esfera uniforme) a una distancia k del eje de rotación es a = v2/k, con v el módulo de la
velocidad del elemento de masa. Expresando v en términos de la magnitud de la velocidad
ecuatorial, v = veqk/RE, se obtiene que a = v2

eqk/R
2
E. Para calcular la aceleración relativa

media de la sonda se asume que está muy alejada de la Tierra en la dirección x (figura
9) y solo ve la componente x de a

ax =
v2eqk

R2
E

sinϕ sin θ , (60)

siendo θ el ángulo polar y ϕ el ángulo acimutal. Usando k = r sin θ, con r la distancia
radial a un elemento de masa de la Tierra, se tiene que

ax =
v2eqr sin θ

R2
E

sinϕ sin θ . (61)
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Figura 9: Geometŕıa utilizada
en el cálculo de la aceleración
de la sonda relativa a cada ele-
mento de masa terrestre, del
texto [33].

Para integrar esta expresión sobre el volumen de la Tierra se utiliza un modelo lineal de
su densidad, ρ(r) = (RE − αr)/RE, donde ρ es la densidad terrestre y α = 0.974,

ax =
1

(4/3)πR3
E

×
∫ RE

r=0

2

∫ π

ϕ=0

∫ π

θ=0

v2
eq

R2
E

r3
RE − αr
RE

(sin θ)3 × sinϕdr dϕdθ . (62)

El resultado de esta integración es la aceleración relativa media de la sonda respecto a la
Tierra,

ax =
4v2

eq

πRE

(
1

4
− α

5

)
≈ 0.07×

v2
eq

RE

. (63)

Teniendo en cuenta la latitud geocéntrica λ de la sonda, la aceleración promedio es a =
(0.07veq/RE) cosλ. Reemplazando ain y aout por este resultado en la ecuación (59) se
alcanza la expresión

∆v′ =
βπ2REc

2

0.07v2
eqΘ
×
(

vout
∞ cosλin − vin

∞ cosλout
cosλin cosλout

)
. (64)

Sustituyendo los valoresRE = 6371 km, c = 3×108 m·s−1, veq = 465 m·s−1 y Θ = 2.7×1026

m se obtiene la ecuación

∆v′ = 2.8× 10−7 ×
(

vo cosλi − vi cosλo
cosλi cosλo

)
. (65)

Esta ecuación evoca la fórmula emṕırica de Anderson. Utilizando los datos de la tabla 2 se
puede calcular el cambio de velocidad anómalo que se espera en cada flyby. Los resultados
que se obtienen se encuentran tabulados en la tabla 5 junto con las velocidades anómalas
observadas y las calculadas con la fórmula emṕırica de Anderson. El cambio de velocidad
∆v′ calculado está de acuerdo con las observaciones para los flybys Galileo I, NEAR y
Rosetta. Para las sondas Cassini y MESSENGER el valor calculado ni siquiera reproduce
el signo de los valores observados y para Galileo II la discordancia con el valor observado
puede deberse a una subestimación del error introducido en los datos al penetrar en la
atmósfera terrestre. En cualquier caso, los cambios de velocidad anómalos calculados con
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Tabla 5: Cambios de velocidad anómalo observado ∆vobs, calculado con la ecuación (65)
∆v′ y calculado con la ecuación (9) ∆v′′ para los flybys Galileo I, Galileo II, NEAR,
Cassini, Rosetta I y MESSENGER.

Flyby Galileo I Galileo II NEAR Cassini Rosseta I MESSENGER

∆vobs (mm/s) 3.92 ± 0.30 -4.6 ± 1.0 13.46 ± 0.01 -2 ± 1 1.80 ± 0.03 0.02 ± 0.01
∆v′ (mm/s) 2.9± 0.6 −0.9± 0.2 20.1± 4.0 0.9± 0.2 3.2± 0.6 −1.3± 0.2
∆v′′ (mm/s) 4.12 -4.67 13.28 -1.07 2.07 0.06

la ecuación (65) se ajustan peor a los cambios observados que aquellos calculados mediante
la fórmula (9).

En conclusión, a partir de la modificación del principio de equivalencia se ha obtenido
una ecuación que permite calcular los cambios de velocidad anómalos de algunos flybys.
Los resultados obtenidos para los flybys de la tabla 2 son peores que los que se obtienen
con la fórmula emṕırica de Anderson. No obstante, no se debe olvidar que la ecuación
(65) se ha logrado a partir de la MOND mientras que la fórmula de Anderson se deriva
de forma fenomenológica a partir de los datos de la tabla 2. Pese a todo, este modelo
provoca cierta desconfianza. La variación de masa inercial está en desacuerdo con preci-
sas observaciones del principio de equivalencia. Estas observaciones se realizan tanto en
experimentos en la superficie terrestre como en el espacio. Uno de los más recientes es la
misión MICROSCOPE, en la que se determina que el principio de equivalencia es correc-
to con una precisión de una parte en 1015 [36]. Además, McCulloch no explica cuál es la
razón de que este modelo solo sea válido para órbitas abiertas. Simplemente impone esta
condición para que su modelo no esté en desacuerdo con los resultados experimentales.

8. Anisotroṕıa de la velocidad de la luz

En la sección 3.1 se ha explicado el método de seguimiento Doppler bidireccional,
uno de los métodos utilizados para determinar la distancia Tierra-sonda y el módulo de la
velocidad radial de la sonda. Conociendo las frecuencias de la señal emitida ν0 y recibida
ν ′′ se puede calcular el módulo de la velocidad radial de la cosmonave a partir de la
ecuación (8). En esta ecuación se asume que la velocidad de la luz es constante e igual
a c = 299792458 m/s, de acuerdo al segundo postulado de la relatividad especial. Pero
¿qué pasaŕıa si la velocidad de la luz en el espacio vaćıo no fuese invariante e isótropa
en todas las direcciones? Esto es lo que plantean E. D. Greaves, C. Bracho e I. Mikoss
en el art́ıculo [37]. En este sentido existen antecedentes de autores que proponen que la
velocidad de la luz puede estar influida por el potencial gravitatorio. Un art́ıculo que
apoya esta idea es el de R. Dicke [38], que propone una formulación alternativa de la
teoŕıa de la relatividad general de Einstein basada en un espacio plano y una velocidad
de la luz c′ variable dada por

n = 1 +
2GM

rc2
,

siendo n = c′/c y M la masa del objeto astronómico que produce el campo gravitatorio.
Además, en los últimos años se han desarrollado modelos gravitatorios con una velocidad
de la luz variable que están de acuerdo con algunos test de relatividad general (ver, por
ejemplo, [39]).
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El art́ıculo [37] se basa en la hipótesis de Céspedes-Curé, que establece que la veloci-
dad de la luz en el espacio vaćıo depende de la densidad de enerǵıa total localmente, de
acuerdo a la fórmula

c =
k
√
ρ
, (66)

con k una constante de proporcionalidad y ρ la suma de las densidades de enerǵıa gravi-
tatoria ρG, eléctrica ρE, magnética ρM y cualquier otra presente localmente. Por lo tanto,
según esta hipótesis, el origen de la anomaĺıa flyby se encontraŕıa en la subestimación o
sobrestimación de la velocidad de la luz utilizada en el método de seguimiento de la sonda
para calcular su velocidad.

Las densidades de enerǵıa eléctrica ρE y magnética ρB asociadas a la presencia de un
campo eléctrico E y un campo magnético B respectivamente están dadas por

ρE =
1

2
ε0E

2 , (67)

y

ρB =
1

2µ0

B2 , (68)

siendo ε0 la permitividad dieléctrica del vaćıo y µ0 la permeabilidad magnética del vaćıo.
Estas fórmulas se derivan a partir de la teoŕıa clásica de campos. Por analoǵıa entre el
campo gravitatorio asociado a una masa puntual y el campo eléctrico asociado a una
carga puntual también se puede definir la densidad de enerǵıa gravitatoria vinculada con
la presencia de un campo gravitatorio g como

ρG =
g2

8πG
. (69)

Esto solo es válido para la teoŕıa clásica de la gravitación newtoniana. En la teoŕıa de
la relatividad general, debido al principio de equivalencia, siempre se puede escoger un
sistema de referencia de tal forma que el campo gravitatorio local se anula y, por ende,
también la densidad de enerǵıa gravitatoria [40]. Por lo tanto, en este caso no se puede
definir una densidad de enerǵıa gravitatoria. Teniendo en cuenta que el campo gravitatorio
g producido por una distribución esférica de masa M a una distancia r de su centro es
g = −GMr/r3, la ecuación (69) se reescribe como

ρG =
GM2

8πr4
. (70)

En el sistema solar los campos eléctricos y magnéticos más intensos son del orden de 107

V/m y 1 T respectivamente [41]. Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (67) y (68) se
obtiene que ρE ∼ 103 J/m3 y ρB ∼ 105 J/m3. En la tabla 6 se muestran las densidades de
enerǵıa gravitatoria en la superficie terrestre producidas por las estrellas y galaxias lejanas,
el Sol, la Tierra, la Luna y los planetas vecinos. Las contribuciones más importantes se
deben a la densidad de enerǵıa cósmica, cuya fuente son las estrellas y galaxias lejanas,
y a la densidad de enerǵıa gravitatoria producida por el campo gravitatorio terrestre.
Comparando la densidad de enerǵıa gravitatoria con la eléctrica y la magnética se ve que
estas últimas son varios órdenes de magnitud menores y no se tendrán en cuenta en este
análisis.

A partir de las ecuaciones (8) y (66) y denotando por c la velocidad de la luz en
el vaćıo medida en la superficie terrestre y c′ la velocidad de la luz en un punto de la
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Tabla 6: Valores de la densidad de enerǵıa gravitatoria en la superficie terrestre producida
por las estrellas y galaxias lejanas, el Sol, la Tierra, la Luna y los planetas vecinos Júpiter,
Venus y Marte. La unidad de longitud AU hace referencia a la unidad astronómica y ESI
denota el radio de la esfera de influencia gravitatoria terrestre, cuyo valor es de 929000
km. Tabla extráıda de [37].

Fuente de densidad
de enerǵıa

Śımbolo
Densidad de

enerǵıa debida a la
fuente en

Magnitud (J/m3)

Estrellas y galaxias
lejanas

ρ∗ Tierra 1.094291× 1015

Sol ρS Tierra 1 AU 2.097× 104

Sol ρAU−S 1 AU-ESI 2.150250× 104

Sol ρAU+
S 1 AU+ESI 2.046034× 104

Tierra ρE Superficie terrestre 5.726× 1010

Luna ρMoon Tierra 6.57× 10−1

Jupiter ρJup Tierra 1.91× 10−2

Venus ρV en Tierra 2.14× 10−5

Marte ρMars Tierra 2.91× 10−8

trayectoria de la astronave, se obtiene una expresión para el módulo de la velocidad radial
de la nave v en términos de la densidad de enerǵıa

v = c′
∆ν

2ν0
= c

∆ν

2ν0

√
ρ

ρ′
, (71)

donde ρ′ es una función de la posición que da cuenta de la densidad de enerǵıa gravitatoria
en cada punto de la trayectoria de la cosmonave y ρ es la densidad de enerǵıa en la
superficie terrestre, cuyo valor es ρ ≈ ρ∗+ρE +ρS. Para calcular ρ′ es necesario conocer la
distancia radial de la sonda a los centros de la Tierra y del Sol, de acuerdo a la ecuación
(70). Denotando por rS la distancia al centro del Sol y rE la distancia al centro de la Tierra,
la densidad de enerǵıa ρ′ en cada punto de la trayectoria de la cosmonave estará dada por

ρ′ = ρ∗ +
GM2

S

8πr4S
+
GM2

E

8πr4E
, (72)

con MS la masa solar. Debido a la dependencia en 1/r4 la densidad de enerǵıa gravitatoria
terrestre solo es importante a pequeñas distancias cerca de la superficie terrestre. Por
ejemplo, si rE = ESI , esta se reduce a 127 J/m3 y las contribuciones predominantes serán
debidas a la densidad de enerǵıa gravitatoria del Sol y de las estrellas y galaxias lejanas.
Sustituyendo esta ecuación en la fórmula (71) se llega a la ecuación corregida para el
cálculo de la velocidad de la astronave

v = c
∆ν

2ν0

√
ρ

ρ∗ + GMS

8πr4S
+ GME

8πr4E

. (73)

Esta expresión presenta un término de ráız cuadrada derivado de la hipótesis de Céspedes-
Curé que seŕıa el responsable de la anomaĺıa flyby. Si se utiliza esta ecuación para medir
la velocidad radial de las sondas el cambio de velocidad anómalo debeŕıa ser nulo.
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En aras de calcular la diferencia de velocidad anómala experimentada por las sondas
en los flybys terrestres supóngase que la velocidad de la nave se mide en sendos puntos de
entrada (vin

∞) y salida (vout
∞ ) de la esfera de influencia gravitatoria terrestre. Si se ignora

el cambio de c las velocidades medidas estarán dadas por

vout(1)
∞ = c

∆νout

2ν0
y vin(1)

∞ = c
∆ν in

2ν0
,

y el cambio de velocidad anómalo será

∆v(1)
∞ = vout(1)

∞ − vin(1)
∞ =

c

2ν0
(∆νout −∆ν in) . (74)

Por otro lado, si se tiene en cuenta el cambio en la velocidad de la luz c, las velocidades
vin
∞ y vout

∞ se escribirán como

vout(2)
∞ = c

∆νout

2ν0

√
ρ

ρ∗ + GMS

8π(routS )4
+ GME

8π(routE )4

, (75)

vin(2)
∞ = c

∆ν in

2ν0

√
ρ

ρ∗ + GMS

8π(rinS )4
+ GME

8π(rinE )4

, (76)

siendo rinE y routE las distancias radiales desde el centro de la Tierra a los puntos de entrada
y salida de la esfera de influencia gravitatoria terrestre respectivamente y rinS y routS las
distancias de estos puntos respecto del centro del Sol. En el sistema de referencia de la
Tierra la enerǵıa se conserva, de modo que se tiene que verificar que v

out(2)
∞ − v

in(2)
∞ = 0.

Si los términos de ráız cuadrada son diferentes, entonces ∆νout 6= ∆ν in y las mediciones
hechas con la ecuación (74) resultarán en una anomaĺıa en la velocidad de la cosmonave
no nula. La anomaĺıa está contenida en la diferencia entre los términos de ráız cuadrada
de las ecuaciones (75) y (76) y, teniendo en cuenta que v

out(1)
∞ ≈ v

in(1)
∞ ≡ v∞, se obtiene la

ecuación para el cálculo de la anomaĺıa flyby

∆v(2)
∞ = vout(2)

∞ −vin(2)
∞ = v∞

√ ρ

ρ∗ + GMS

8π(routS )4
+ GME

8π(routE )4

−
√

ρ

ρ∗ + GMS

8π(rinS )4
+ GME

8π(rinE )4

 (77)

Para predecir el cambio de velocidad anómalo de una cosmonave con esta ecuación es
necesario conocer la velocidad de la misma en el punto de entrada aśı como los puntos de
entrada y salida respecto al Sol y la Tierra. A partir del análisis numérico de esta ecuación
es posible identificar tres casos distintos:

1. routS = rinS y routE = rinE , los términos entre corchetes de esta ecuación se cancelan y
no se produce ninguna anomaĺıa. El caso routS = rinS y routE 6= rinE se engloba dentro de
este ya que la contribución de la densidad de enerǵıa gravitatoria terrestre es muy
pequeña a distancias a las que la nave comienza su acercamiento a la Tierra.

2. routS 6= rinS y routE = rinE . En este caso los términos de ráız cuadrada de (77) son
diferentes. No obstante, los cálculos numéricos muestran que la anomaĺıa es del
orden de 10−15 m/s, tan pequeña que no se puede medir.

3. routS 6= rinS y routE 6= rinE . En este caso los términos de ráız cuadrada de (77) también
son diferentes. Sin embargo, a diferencia del segundo caso, los cálculos numéricos
muestran una anomaĺıa del mismo orden de magnitud que las comunicadas por
Anderson et al. [13], con un valor y signo que depende de los puntos de entrada y
salida de la esfera de influencia gravitatoria terrestre.
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Tabla 7: Distancias respecto del Sol (rS) y de la Tierra (rE) de los puntos de entrada y de
salida de la esfera de influencia gravitatoria terrestre para los flybys Galileo I y NEAR.
Estas distancias están calculadas a partir de la ecuación (77) para el mejor ajuste con
el cambio de velocidad anómalo observado (∆v∞). También se presentan el módulo de
la velocidad asintótica inicial de la nave (vin

∞) y la variación relativa entre el cambio de
velocidad observado y el cambio de velocidad calculado a partir de la ecuación (77). Tabla
extráıda de [37].

Galileo I NEAR
Punto de entrada Punto de salida Punto de entrada Punto de salida

rS (m) 1.502803× 1011 1.502831× 1011 1.495630× 1011 1.495950× 1011

rE (m) 1.7651× 107 1.4864× 107 7.20000× 107 1.2200× 107

v∞ (km/s) 8.949 6.851
∆v∞ (mm/s) 3.930 13.46

Ec. (77) (mm/s) 3.944 13.38
Diferencia ( %) +0.40 -0.57

Para los flybys de la tabla 2 solo está disponible la velocidad de cada astronave en el
punto de entrada (que es diferente para cada una). Las distancias a los puntos de entrada
y salida respecto al Sol y la Tierra no han sido publicadas en ningún art́ıculo. Esto
presenta el problema de que no se puede comprobar si la teoŕıa expuesta concuerda en
magnitud y signo con los cambios de velocidad anómalos observados. Pese a todo, a partir
de los parámetros de ascensión recta y declinación publicados por Anderson et al. [13], se
pueden determinar las distancias a los puntos de entrada y salida que mejor reproducen
el cambio de velocidad anómalo. En la tabla 7 se muestran los resultados que se obtienen
para los flybys Galileo I y NEAR (los resultados para otros flybys no se muestran ya que
los valores que se obtienen de rE y rS no se pueden comparar con los valores reales porque
se desconocen).

En conclusión, la suposición de una velocidad de la luz c variable de acuerdo a la
hipótesis de Céspedes-Curé permite explicar la anomaĺıa flyby. Los resultados obtenidos,
recogidos en la tabla 7, muestran que esta teoŕıa es capaz de reproducir la magnitud y
el signo del cambio anómalo experimentado por las sondas de la tabla 4. Para calcular
estos valores es necesario conocer los puntos de entrada y salida de la sonda aśı como la
velocidad de la misma en esos puntos. La teoŕıa expuesta se ha particularizado para los
flybys terrestres, sin embargo, su generalización a maniobras de asistencia gravitatoria
alrededor de otros cuerpos celestes es inmediata. También se puede generalizar a otros
métodos de seguimiento distintos del método Doppler bidireccional. Aun aśı, esta teoŕıa
adolece de algunos problemas. La detección de las ondas gravitatorias del experimento
LIGO en 2016 [42] pone en tela de juicio las teoŕıas de una velocidad de la luz variable
(VSL, por sus siglas en inglés). Además, de acuerdo a la hipótesis de Céspedes-Curé,
si la densidad de enerǵıa total ρ → 0 entonces la velocidad de la luz c → ∞. Esto es
algo cuanto menos sorprendente ya que está en desacuerdo con la teoŕıa de la relatividad
general, una de las más probadas experimentalmente.
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9. Conclusiones

La maniobra de asistencia gravitatoria constituye una potente estrategia de vuelo en
misiones espaciales de largo alcance debido a la reducción en el tiempo de vuelo y enerǵıa
de lanzamiento de la sonda. Esta maniobra ha sido esencial en las misiones espaciales
de las últimas décadas, permitiendo un mayor conocimiento acerca del sistema solar y
los planetas que lo constituyen. Algunas de las sondas que han utilizado esta estrategia
de vuelo han experimentado una diferencia entre las velocidades asintóticas anterior y
posterior al flyby distinta de aquella calculada de acuerdo a un modelo de las fuerzas
gravitatorias y no gravitatorias del sistema solar, dando lugar a la anomaĺıa flyby.

En aras de determinar el origen de esta anomaĺıa primeramente se ha mostrado una
estimación del impacto de algunos efectos clásicos y relativistas en la velocidad de la nave
basada en los art́ıculos de C. Lämmerzahl, O. Preuss y H. Dittus [15], P. G. Antreasian y J.
R. Guinn [16] y L. Iorio [17]. La conclusión a la que se llega es que estos efectos no pueden
ser responsables del cambio anómalo observado. En consecuencia, se han examinado varias
ĺıneas de investigación propuestas en la literatura: (i) Efectos de una corriente de torsión
topológica, de M. J. Pinheiro [26]; (ii) Versión causal de la teoŕıa Newtoniana, de J. C.
Hafele [30]; (iii) Modificación de la inercia, de M. E. McCulloch [33]; (iv) Anisotroṕıa de
la velocidad de la luz, de E. D. Greaves, C. Bracho e I. Mikoss [37], con un origen distinto
de la anomaĺıa flyby en cada una de ellas.

Las teoŕıas (i) y (iv) son capaces de describir de forma cualitativa la anomaĺıa flyby.
Sin embargo, debido a la falta de datos en los flybys no se puede comprobar si los cálculos
realizados a partir de estas teoŕıas se ajustan a los cambios anómalos observados. Las
teoŕıas (ii) y (iii) śı que consiguen resultados a partir de los datos de los que se dispone.
La (ii) consigue unos resultados que se ajustan a los valores observados en términos de
un parámetro ajustable, la velocidad de inducción vk, mientras que los resultados de la
(iii) son peores. Aun aśı, esta última no posee ningún parámetro ajustable, por lo que el
simple hecho de lograr unos resultados decentes supone todo un logro. Pese a todo, todas
las teoŕıas presentan ciertos aspectos que les restan credibilidad.

Un hecho destacable es que en las teoŕıas (i)-(iii) la magnitud de la anomaĺıa flyby
depende del radio R y la velocidad ecuatorial veq del planeta sobre el que se realiza la
maniobra. Por lo tanto, el análisis de flybys alrededor de otros objetos celestes podŕıa ser
de utilidad en un futuro (cuando se conozca con mayor precisión el campo gravitatorio
de otros planetas) para determinar si estas teoŕıas son correctas o, por el contrario, se
pueden descartar. Esto también es útil para confirmar o descartar la teoŕıa (iv), ya que
en esta la magnitud de la anomaĺıa depende de la densidad de enerǵıa gravitatoria.

Una ĺınea de investigación en la que no se ha profundizado son los sistemas de se-
guimiento de la sonda. Este trabajo se ha centrado exclusivamente en varias ĺıneas de
investigación que proponen algún cambio en la f́ısica conocida para intentar explicar y
entender los cambios de velocidad anómalos. No obstante, podŕıa no ser el caso y ser
los sistemas de seguimiento los responsables de la anomaĺıa flyby. Además, los art́ıculos
utilizados durante el desarrollo de este trabajo han estado lastrados por el escaso número
de flybys del que se dispone. Una mayor base de datos podŕıa permitir descartar algunas
o todas las teoŕıas que se han tenido en cuenta en este trabajo.
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