
ANÁLISIS FACTORIAL CONJUNTO DE TABLASDE CONTINGENCIAZárraga, A. y Goitisolo, B.Departamento de Economía Aplicada III,Universidad del País Vasco-Euskal Herriko UnibertsitateaResumenEl objetivo de este trabajo consiste en desarrollar un método factorial para el análisis con-junto de varias tablas de contingencia que permita, de forma semejante al análisis de correspon-dencias, el estudio de la semejanza entre el conjunto de las �las, de las columnas y las relacionesentre ambos conjuntos. En este análisis conjunto se considera que dos �las son semejantes si loson en los análisis de las tablas separadas.Con el método propuesto es posible analizar conjuntamente varias tablas de contingencia,propiamente dichas, así como aquéllas que corresponden, por ejemplo, a una misma encuestarealizada en distintos países o en diferentes periodos de tiempo. Otro caso interesante parael análisis simultáneo de tablas se presenta cuando se poseen encuestas sobre temas diferentesrealizadas sobre la misma población.El método busca un análisis de las tendencias generales de las tablas, sin permitir que unade ellas tenga una preponderancia sobre el resto.El método propuesto es extensible al análisis de un conjunto de encuestas cuando los datosde los distintos grupos de individuos son codi�cados en tablas disyuntivas completas y yuxta-puestas estas para las mismas modalidades y al análisis de encuestas en las que existen preguntascondicionadas.Keywords: Análisis Factorial, Conjunto de Tablas de Contingencia, Análisis de Correspon-denciasClasi�cación AMS: 62H25Agradecimientos: Este trabajo ha sido �nanciado por el Proyecto de Investigación UPV038.321-HA041/99 de la Universidad del País Vasco (UPV/EHU) y elproyecto PB98-0149 de la Dirección General de Enseñanza Superior eInvestigación Cientí�ca del Ministerio Español de Educación y Cultura.



1 IntroducciónLa necesidad de analizar simultáneamente varias tablas de datos ha dado lugar a la existenciade numerosos métodos factoriales. Sin embargo, la mayoría de ellos requieren tablas devariables cuantitativas y/o exigen que las diversas tablas de datos hagan referencia al mismoconjunto de individuos. Algunos de estos métodos serán comentados en x 3.El objetivo de este trabajo consiste en desarrollar un método factorial para el análisis con-junto de varias tablas de contingencia que permita, de forma semejante al análisis de corres-pondencias, el estudio de la semejanza entre el conjunto de las �las, de las columnas y lasrelaciones entre ambos conjuntos. En este análisis conjunto se considera que dos �las sonsemejantes si lo son en los análisis de las tablas separadas.Para tratar de analizar conjuntamente tablas de contingencia, algunos de los métodos que sehan propuesto consisten en analizar la tabla obtenida como suma de las tablas de contingenciaseparadas, lo que exige que las modalidades en �las y columnas de las tablas de contingenciasean las mismas, analizar la tabla obtenida como yuxtaposición de las iniciales, el análisisintra (Esco�er 1983) y más recientemente el análisis factorial múltiple intra-tablas (Bécue-Bertaut & Pagès 2000). Sin embargo, en x 2 y x 3 se muestra como existen situaciones dondeninguno de estos métodos permite un análisis de las semejanzas entre �las que mantenga lasimilitud existente en los análisis de las tablas separadas.Con el método propuesto es posible analizar conjuntamente varias tablas de contingenciapropiamente dichas, así como aquéllas que corresponden, por ejemplo, a una misma encuestarealizada en distintos países o en diferentes periodos de tiempo. Las �las de cada tablapueden ser grupos de individuos según el sexo, el intervalo de edad al que pertenecen y susituación laboral y en columnas las respuestas a preguntas sobre la familia (¾Está a favor deldivorcio?, ¾Cree que una mujer con hijos debería trabajar?, etc). Los resultados del análisisde una tabla de este tipo pueden ser distintos según los datos pertenezcan, por ejemplo, aEspaña, a Italia o a Suecia y según hayan sido obtenidos en 1970, 1980 o 1990. El análisisde la yuxtaposición o suma puede revelar únicamente las relaciones dentro de una tabla oincluso unas relaciones que no existen en el análisis de cualquiera de las tablas por separado(x 2). Con el análisis conjunto propuesto se pretende responder a preguntas del tipo, ¾Lascaracterísticas de los individuos (�la de las tablas) que responden estar a favor del divorcioson las mismas en los diferentes países?, ¾La opinión sobre si una madre debería trabajar havariado en el tiempo?, ¾en qué grupos de individuos?, etc.Otro caso interesante para el análisis simultáneo de tablas se presenta cuando se poseenencuestas diferentes realizadas sobre la misma población. Así, por ejemplo, se pueden tenerlas tablas con las mismas �las que en el ejemplo anterior (edad, sexo, situación laboral, ...)y columnas referentes a la familia en la primera tabla y sobre bienestar social en la segunda.El tipo de información que se obtiene es claramente diferente en los análisis separados. Enel análisis conjunto se buscaría responder a cuestiones tales como, ¾Qué grupos de personasopinan que una madre debería cobrar un subsidio (obtenida de la encuesta sobre familia) yque debería tenerse en cuenta el número de hijos de un trabajador en la determinación desu salario (obtenida de la encuesta sobre bienestar social)?2



Para poder responder a estas preguntas es necesario un análisis de las tendencias generalesde las tablas, sin permitir que una de las tablas tenga una preponderancia sobre el resto.El método propuesto es extensible al análisis de un conjunto de encuestas cuando los datosde los distintos grupos de individuos son codi�cados en tablas disyuntivas completas y yux-tapuestas estas para las mismas modalidades y al análisis de encuestas en las que existenpreguntas condicionadas.Dado que tenemos tablas de contingencia, al hablar de un grupo estamos haciendo referenciaal conjunto de columnas pertenecientes a la misma tabla.2 ProblemasPara mostrar los diversos problemas que existen al tratar varias tablas de contingencia simul-táneamente, a los que tratamos de dar solución con el método propuesto en x 5, comenzare-mos con un ejemplo sencillo obtenido de (Wardrop 1995) como ilustración de la Paradoja deSimpson (Simpson 1951). Esta se basa en el hecho de que la suma de tablas multivariantespuede no re�ejar la misma información que el análisis de las tablas individuales.Los datos corresponden a los resultados durante los años 1980 a 1982 de Larry Bird y RickRobey, dos jugadores de los Boston Celtics de Baloncesto. Cada una de las tablas recogelos resultados de uno de los jugadores en dos tiros libres, el primero en �las y el segundo encolumnas según que el resultado sea canasta (C) o un fallo (F).Ejemplo 1: Paradoja de SimpsonLarry Bird Rick RobeyC2 F2 C2 F2C1 251 34 285 54 37 91F1 48 5 53 49 31 80299 39 338 103 68 171El artículo contrasta si es más probable obtener una canasta en el segundo intento despuésde encestar que después de fallar en el primero (fenómeno conocido por "hot hand").Los contrastes indican que no existe dicho fenómeno cuando se analizan los datos correspon-dientes a Larry Bird y tampoco cuando se analizan los pertenecientes a Rick Robey. Sinembargo, si se suman ambas tablas los datos muestran el fenómeno.Sobre estas tablas hemos realizado un análisis de correspondencias simples y encontramos lamisma situación paradójica si se analizan las tablas individualmente respecto a su suma ytambién respecto a la yuxtaposición de las mismas.Este ejemplo muestra claramente que el análisis factorial de un conjunto de tablas de con-tingencia no debe limitarse a una simple suma o yuxtaposición de las mismas.3



El análisis de correspondencias simple de cada tabla por separado muestra una asociaciónentre C1 y F2 frente a F1 y C2 con unos valores propios de 0.0008069 y 0.0003789 para LarryBird -Figura 1 (a)- y Rick Robey -Figura 1 (b)-, respectivamente.Si analizamos conjuntamente ambas tablas esperamos obtener la misma asociación puestoque coincide en ambas tablas.El análisis de la suma de ambas tablas, además de no permitir analizar la semejanza odiferencia entre los dos jugadores muestra la relación entre resultados iguales en los dos tiros-Figura 1 (c)-.El análisis de la yuxtaposición de las tablas -Figura 1 (d)- muestra que Larry encesta elprimer tiro (C1) con mayor frecuencia y enceste o falle el segundo tiro, frente a los primerosfallos de Rick (F1).Este ejemplo sirve para ilustrar que el análisis factorial de un conjunto de tablas de contin-gencia basado en el análisis de la tabla suma de las iniciales y de la tabla obtenida comoyuxtaposición de las mismas no es adecuado porque distorsiona la información que contienenlas tablas iniciales.El ejemplo pone de mani�esto además algunos de los problemas del análisis factorial de unconjunto de tablas de contingencia; como son el diferente efectivo de las tablas (338 frente a171) y totales diferentes de la misma �la en las distintas tablas que suponen pesos de las �lasdiferentes (0.843 y 0.156 frente a 0.532 y 0.4678 respectivamente). Además cuando las tablasson de mayor dimensión y/o la información de cada una es diferente el análisis conjunto severá in�uido por las inercias de las distintas tablas en cada eje. Con el propósito de poderilustrar esto último utilizaremos el siguiente ejemplo:Ejemplo 2Tabla 1 Tabla 2a b c a b cA 66 7 7 80 10 0 0 10B 7 2 1 10 0 44 1 45C 7 1 2 10 0 1 44 4580 10 10 100 10 45 45 100Las representaciones sobre un plano de los análisis separados de la tabla 1 -Figura 2 (a)- 1 yde la tabla 2 -Figura 2 (b)- son semejantes, el primer eje opone A frente a B y C mientras elsegundo eje opone las modalidades B y C. El primer valor propio de cada uno de los análisises 0.015625 y 1 de una inercia total de 0.025625 y 1.9130, respectivamente.Dado que cada una de las tablas es simétrica, el análisis de las �las (A,B,C) coincide con elde las columnas (a,b,c).Tanto en el análisis de la suma de ambas tablas -Figura 2 (d)- como en el análisis de la1Las modalidades de la primera tabla (respectivamente la segunda) se denotarán con la letra seguida de un 1(respectivamente de un 2). 4



yuxtaposición de ambas -Figura 2 (c)- el orden de los ejes cambia respecto a los análisisseparados.Para comprender la importancia de cada uno de los problemas mencionados, se analizarácada uno de ellos de forma separada modi�cando sobre el ejemplo anterior la segunda tablay el efectivo de la primera.Aunque el ejemplo 2 y los presentados a continuacion, a diferencia del primero obtenidode datos reales, corresponden a situaciones extremas que difícilmente se dan en la prácticailustran claramente los problemas de las situaciones reales (donde generalmente se presentancon menor magnitud pero simultáneamente). Sin embargo, los resultados generales obtenidoscon ellos han sido veri�cados en gran cantidad de ejemplos analizados.Puesto que la agregación de los datos supone una pérdida de información que incluso puedeconllevar una interpretación errónea centraremos nuestro interés en el tratamiento de layuxtaposición.2.1 Diferente efectivo de las tablasCuando el total de cada tabla (número de individuos) es distinto, el análisis de la yuxtapo-sición de las tablas de contingencia se verá in�uenciado por este hecho; la tabla con mayornúmero de individuos tendrá una mayor contribución en la creación de los ejes, llegandoincluso a crear el primero si su inercia coincide (o no es mucho menor) con la de la segundatabla. Además hay que tener en cuenta que el efectivo relativo de las tablas no siempre tieneun signi�cado. Si las tablas corresponden a encuestas diferentes de la misma población o ala misma encuesta realizada en diferentes poblaciones el efectivo de las mismas dependerá,por ejemplo, del presupuesto asignado a la realización del estudio.Para ver la in�uencia del efectivo de cada tabla consideremos el siguiente ejemplo:Ejemplo 3Tabla 1 Tabla 2a b c a b cA 66000 7000 7000 80000 65600 7200 7200 80000B 7000 2000 1000 10000 7200 2025 775 10000C 7000 1000 2000 10000 7200 775 2025 1000080000 10000 10000 100000 80000 10000 10000 100000En estas tablas coinciden las marginales �la y columna y los valores propios (0.015625 y 0.01para el primer y segundo eje) en ambas tablas. En la primera tabla, que coincide con la delejemplo 2 pero con un efectivo mayor, -Figura 3 (a)- el primer eje enfrenta A con B y C mien-tras el segundo eje opone las modalidades B y C. El primer eje de la tabla 2 (respectivamenteel segundo) corresponde al segundo eje (primero) de la tabla 1 -Figura 3 (b)-.A diferencia de los ejemplos 1 y 2 existe una oposición entre la información de ambas tablas.5



Al realizar el análisis de la yuxtaposición de las dos tablas -Figura 3 (e)- se comprueba quelos dos ejes coinciden en interpretación (A frente a B, C) y en inercia de los ejes(0.0128125),sin permitir observar la oposición entre las modalidades B y C.Cuando una cualquiera de las dos tablas es multiplicada por un valor, por ejemplo por 2,el primer eje del análisis de la tabla obtenida de la yuxtaposición corresponde a la tablacon mayor efectivo (-Figura 3 (c)- al multiplicar la primera tabla por 2 y -Figura 3 (d)- almultiplicar por 2 la segunda tabla).Por tanto, el primer paso para equilibrar la in�uencia de las tablas, cara a un posterioranálisis conjunto, será transformar cada una de ellas en frecuencias.2.2 Pesos distintos de �lasOtro de los aspectos determinantes en el análisis conjunto de tablas de contingencia y posibleresponsable de una situación paradójica se presenta cuando ambas tablas tienen marginalesdiferentes.En algunas situaciones, el análisis de diferentes encuestas (sobre hábitos de consumo y sobremedio ambiente, por ejemplo) en la misma población y en el mismo instante de tiempo, esaceptable considerar que las marginales sobre las �las (el peso de cada per�l �la) es aproxi-madamente el mismo. Sin embargo, cuando los grupos pertenecen a poblaciones diferentes(caso de la misma encuesta realizada en diferentes países) o la misma en diferentes periodosde tiempo, esas marginales no tienen por qué coincidir.Las relaciones existentes dentro de cada tabla se verán alteradas si en el análisis no semantienen los pesos y la métrica de la misma.Por ejemplo si retomamos el ejemplo 1, transformamos cada tabla en frecuencias para evitarla in�uencia del distinto efectivo de cada una, y analizamos la yuxtaposición de las tablastransformadas, se comprueba que, en este caso, el análisis de la yuxtaposición -Figura 1 (f)-es similar al obtenido con las tablas de frecuencias absolutas. Es decir, no se mantiene laestructura interna de cada una de las tablas. En realidad esto sucede porque el análisisseparado de cada tabla cambia al modi�car los pesos propios de las �las por otros pesos (enla yuxtaposición, por la media de los pesos de las dos tablas). En el análisis de la tabla1 del ejemplo 2 con el peso medio -Figura 2 (e)- se modi�can las inercias de los ejes perono el signi�cado de los mismos. En cuanto a la segunda tabla, cambia el orden de los ejes-Figura 2 (f).Este inconveniente nos induce a buscar un método de análisis factorial conjunto de tablasde contingencia donde se mantenga para cada tabla los pesos y también la métrica.2.3 Inercias de las distintas tablasEl distinto orden de magnitud de la inercia proyectada sobre el primer eje en cada una de lastablas puede llevar a un análisis conjunto dominado por las diferencias de una de las tablas.6



Ejemplo 4Tabla 1 Tabla 2a b c a b cA 660 70 70 800 644 78 78 800B 70 20 10 100 78 19 3 100C 70 10 20 100 78 3 19 100800 100 100 1000 800 100 100 1000La tabla 1 es de nuevo la primera del ejemplo 2 -Figura 4 (a)-. La tabla 2 -Figura 4 (b)-tiene un primer eje con un valor propio de 0.0256 que enfrenta las modalidades B y C (eje 2de la tabla 1) y un segundo eje con un valor propio de 0.000625 que enfrenta la modalidad Aa B y C. En este caso coinciden los efectivos y marginales de ambas tablas, siendo la inerciatotal de cada una muy próxima (0.025625 para la primera tabla y 0.026225 para la segunda).Lo que distingue los análisis separados es la diferente inercia de cada uno de los ejes, fun-damentalmente del primero. El análisis de las tablas yuxtapuestas -Figura 4 (c)- evidenciaen primer lugar la oposición entre las modalidades B y C, puesto que este eje (segundo dela primera tabla y primero de la segunda) tiene una inercia mayor en los análisis separados.Con el �n de equilibrar la in�uencia que cada tabla ejerza en el análisis conjunto y deno permitir que este último esté dominado por una tabla en concreto se introducirá unaponderación sobre las tablas.3 Tratamientos que existenCuando la tabla de datos es de objetos (en general individuos) por variables cuantitativasexisten varios métodos que analizan dos o más grupos de variables conjuntamente. Algunosde ellos exigen no sólo que el conjunto de individuos sea el mismo sino también que lasvariables coincidan y otros se limitan a la comparación de dos tablas.El Análisis Canónico (Hotelling 1936) se limita a la comparación de dos tablas de datosindividuos por variables (las mismas o distintas). Fue posteriormente generalizado al análisisde más tablas (Carroll 1968). El análisis canónico generalizado incluye como casos particula-res el análisis discriminante, la regresión múltiple y el análisis de correspondencias múltiples(si las tablas analizadas son tablas disyuntivas completas) y el análisis en componentes prin-cipales normado.ElAnálisis Procrusteano generalizado (Gower 1975), (Gower 1984) tiene su origen (Tucker1958) en el estudio de dos conjuntos de variables (las mismas o distintas) medidas sobre elmismo conjunto de individuos. Busca una transformación de la nube de individuos de unade las tablas mediante translación y rotación para que se asemeje lo más posible a la segundanube y posibilita de esta forma la comparación entre los grupos.El objetivo del modelo INDSCAL (Individual Di�erences in Scaling) (Carroll & Chang1970) y su caso particular el modelo IDIOSCAL (Individual Di�erences in Orientation7



Scaling) (Tucker 1972) es la comparación de J matrices de disimilaridades. Exige no sóloque los individuos coincidan sino también las mismas variables en cada uno de los grupos.Cuando las tablas corresponden a las mismas variables medidas para los mismos individuos endiferentes periodos de tiempo se pueden mencionar el Doble Análisis en ComponentesPrincipales (Douroche & Dussaix 1972) y el Análisis Factorial Evolutivo (Chevalier1977) que pondera cada una de las tablas asignando mayor importancia a aquellas máspróximas en el tiempo.Dado que el método que vamos a proponer permite variables diferentes o la misma variablecodi�cada de forma distinta (por ejemplo el nivel de estudios en los países de la UniónEuropea) y que consideramos importante la introducción de una ponderación sobre las tablaspara equilibrar la in�uencia de estas en el análisis conjunto mencionaremos brevemente elAnálisis Factorial Múltiple y el método Statis.En todos los métodos anteriores cada objeto tiene el mismo peso en cada una de las tablaspor separado y en el análisis conjunto. Este peso es en la mayoría de los métodos el inversodel número de objetos (generalmente individuos).Cuando las tablas son de contingencia además de la suma y yuxtaposición de las mismasdescartadas en el apartado anterior hay que mencionar el Análisis Intra sin ponderación delas tablas o con la ponderación propuesta en el Análisis Factorial Múltiple Intra-tablas.Tanto el Análisis Factorial Múltiple como el método Statis buscan la intraestructura delconjunto de tablas representando los individuos compromiso calculados a partir de la re-presentación de cada uno de los individuos en las distintas tablas (los individuos parciales).Además analizan una nube donde cada una de las tablas es representada por un punto paraestudiar las diferencias entre las distintas tablas (Interestructura).3.1 Análisis Factorial MúltipleEl Análisis Factorial Múltiple (Esco�er & Pagès 1984) estudia tablas de los mismos objetos(individuos) por variables (cuantitativas o cualitativas) estructuradas en grupos. Con elpropósito de que el análisis conjunto no esté in�uenciado de manera preponderante por unosólo de los grupos, cada uno se pondera por el inverso del primer valor propio del análisisseparado del grupo.Esta ponderación contrae la nube sin alterar la estructura interna del grupo. Iguala a 1 lainercia del primer eje de cada tabla impidiendo que cualquiera de los grupos pueda determinarpor sí sólo el primer eje del análisis conjunto.Desde el punto de vista de los individuos la ponderación elegida supone la elección de unindividuo compromiso igual a la suma de los individuos representativos de cada tabla.El análisis de la intraestructura se realiza llevando a cabo un análisis en componentes prin-cipales de los individuos compromiso, lo que permite utilizar las reglas habituales de inter-pretación entre individuos y variables. 8



El estudio de la interestructura (en el que cada grupo de variables es representado por unpunto) se realiza en referencia a los ejes de intraestructura por lo que la interpretación essencilla aunque la calidad de representación no es óptima.Sobre los ejes factoriales del análisis conjunto se proyectan, además de las variables, losindividuos vistos a través de cada uno de los grupos y a través del conjunto.3.2 STATISEl método STATIS (L'Hermier des Plantes 1976) analiza conjuntamente varias tablas dedatos de individuos (los mismos) por variables cuantitativas que pueden ser distintas encada tabla y posteriormente se generaliza el método a tablas de distintos individuos por lasmismas variables.La interestructura estudia los grupos de variables proyectándolos sobre los ejes que mejorlos representan aunque estos ejes son di�cilmente interpretables.La nube compromiso elegida por STATIS (Structuration des Tableaux À Trois Indices de laStatistique) es una media ponderada de las nubes normalizadas (la inercia total de cada unode los grupos es la unidad). Con la ponderación se pretende penalizar aquellas nubes queson más diferentes.El individuo compromiso es una combinación lineal de objetos representativos de tal formaque esté lo más correlacionada posible a los objetos en el sentido del producto escalar deHilbert-Schmidt.3.3 Análisis IntraEl análisis intra desarrollado en (Esco�er & Pagès 1992) realiza un análisis conjunto detablas de contingencia que pueden tener diferente marginal �la y columna y distinto efectivo.Busca la comparación de per�les de columnas homólogas. Para ello se centra cada subnubede per�les homólogos respecto a su per�l medio manteniendo las distancias entre per�les.Posteriormente se realiza un análisis de correspondencias simples sobre la yuxtaposición detablas modi�cadas cuyo término general se puede expresar de la siguiente forma:fijt � fij:f:j: f:jt + fi:: f:jtdonde los subíndices i, j y t representan una �la, una columna y una tabla respectivamente,y siendo fijt = kijt=k:::; es decir, donde las frecuencias relativas se calculan en relación altotal de todas las tablas yuxtapuestas.La yuxtaposición de estas tablas modi�cadas tiene las mismas marginales �la y columna (fi::y f:jt) que la yuxtaposición de las tablas originales.Este análisis se plantea como complementario a la yuxtaposición de las tablas de contingenciacuya inercia puede descomponerse en una inercia inter y una inercia intra.9



Es también posible realizar un análisis intra tabla en lugar de intra columnas homólogas, esdecir, centrando los per�les columna de la misma tabla respecto a su baricentro (marginalcolumna). Esto supondría realizar un análisis de correspondencias simple sobre la tablayuxtapuesta de término general: fijt � fi:tf::t f:jt + fi:: f:jtSin embargo, este análisis no mantiene la estructura interna de cada tabla analizada porseparado. Por una parte cuando las tablas tienen diferente efectivo las frecuencias relativasdel análisis conjunto (kijt=k:::) y de los análisis separados (fijt = kijt=k::t) son diferentes.Por otra parte, aunque no existan problemas de distinto efectivo de las tablas estamosmodi�cando los pesos asignados a los per�les �la y la métrica de los per�les columna respectoa los análisis separados (fi:: respecto a fi:t).Si en el ejemplo 2 aplicamos el análisis intra obtenemos -Figura 2 (g)- un primer valorpropio de 0.748 asociado al segundo eje de los análisis separados de cada una de las tablas(modalidad B frente a C)3.4 AFM Intra-TablasEn (Bécue-Bertaut & Pagès 2000) se modi�ca el análisis intra tablas anterior ponderandoéstas por el primer valor propio de los análisis separados de las tablas. En concreto sepropone analizar la tabla de término general:fijt � fi:tf::t f:jtfi:: f:jtcon pesos fi:: para las �las y pesos f:jt para las columnas. De esta forma las �las tienen elmismo peso, el peso medio calculado sobre el conjunto de las tablas, en todos los análisis.Al igual que en el análisis intra-tablas la imposición de unos pesos medios modi�ca la es-tructura interna de cada tabla distorsionando el análisis. La inclusión de la ponderación acada tabla es incapaz de corregir este efecto. La aplicación de este análisis a los datos delejemplo 2 -Figura 2(h)- muestra de nuevo el segundo eje de los análisis separados.4 Transformación de los datos de una tabla de contingenciaSea una tabla de contingencia donde I = f1; : : : ; i; : : : ; Ig y J = f1; : : : ; j; : : : ; Jg represen-tan el conjunto de �las y de columnas de la tabla que corresponden a las modalidades dedos variables cualitativas. Sea kij y fij respectivamente las frecuencias absoluta y relativade pertenecer a las modalidades i y j y sea el total de la tabla k.� Existen varias formas de realizar un análisis de correspondencias simples. La másfrecuente es de�nir los per�les (�la o columna) centrados, en la matriz X, con sus10



pesos , en la matriz diagonal P , y la métrica asociada a la distancia �2, recogida enuna matriz diagonal M . En el análisis de las �las los elementos genéricos de estasmatrices son: 2 xij = fijfi: � f:j pii = fi: mjj = 1f:j (1)Se sabe que en análisis factorial (componentes, correspondencias simples y múltiples)se maximiza la inercia proyectada sobre los vectores us que forman las columnas de lamatriz u: uT M XT P X M u (2)De la diagonalización de la matriz simétrica:A = M1=2XTPXM1=2 (3)se obtienen los valores propios �s, inercia proyectada sobre el eje s, y unos vectorespropios us 3 normalizados para la métrica M:uTMu = II (4)donde II es la matriz identidad.Las proyecciones del conjunto de per�les �la sobre el eje s, Fs son:Fs = XMusDado que en una tabla de contingencia �las y columnas juegan papeles simétricos elestudio de los per�les columna puede llevarse a cabo mediante el análisis de la matrizX con pesos P y métrica M de términos generales:xji = fijf:j � fi: pjj = f:j mii = 1fi: (5)Existe además una relación entre los análisis de �las y columnas. Denotando Fs(i) laproyección de la �la i sobre el eje s y por Gs(j) la proyección de la columna j sobre elmismo eje, se tiene: Fs(i) = 1p�s Xj2J fijfi: Gs(j)Gs(j) = 1p�s Xi2I fijf:j Fs(i)donde �s es el valor propio en el análisis tanto de �las como de columnas.2En lo que sigue las matrices P y M serán siempre diagonales y se de�nirán, al igual que la matriz X, a través deun elemento general de las mismas. El orden de las matrices corresponde, excepto en las matrices en que se especi�quelo contrario, a los cardinales de los conjuntos a los que pertenecen los subíndices del término general correspondiente.3S = f1; : : : ; s; : : : ; Sg 11



� Sin embargo, esta no es la única forma en que puede llevarse a cabo el análisis.En (Esco�er & Pagès 1992) el análisis se realiza utilizando unas matrices X, P y Mde tal forma que la matriz X considerada en el análisis de las columnas coincide conla transpuesta de la utilizada en el análisis de las �las y donde las matrices de pesos ymétrica en el análisis de las �las son las matrices correspondientes a la métrica y pesosrespectivamente en el análisis de las columnas. Es decir, se consideran las matrices deelementos: xij = fijfi: f:j � 1 pii = fi: mjj = f:j (6)La nube de los per�les �la (respectivamente columna) de�nida por la matrizX (XT ) conlos pesos P (M) y la métrica M (P ) es isomorfa de la obtenida en (1) (respectivamenteen (5)).En este caso la matriz a diagonalizar en el análisis de las �las tiene también la expre-sión (3) con los valores propios �s y unos vectores propios us de los que se obtienenunos ejes de inercia normalizados para la métrica M (4).El análisis de las columnas lleva a diagonalizar la matriz:D = P 1=2XMXTP 1=2obteniéndose los mismos valores propios que en el análisis de las �las y unos vectorespropios vs normalizados para la métrica P .Las proyecciones del conjunto de �las y de columnas en este análisis son:Fs = XMus = XMGs 1p�sGs = XTPvs = XTPFs 1p�scoincidentes con las del punto anterior.� Es también frecuente (Lebart, Morineau & Fenelon 1985) realizar el análisis de losper�les centrados modi�cados de tal forma que la distancia euclídea entre dos per�lestransformados coincida con la distancia �2 de los per�les originales. Para los per�lescolumna esta transformación se expresa como:xji = 1pfi:  fijf:j � fi:! pjj = f:j mii = 1 (7)La proyección de estos per�les se realiza igual que en el análisis con métrica 1=fi: porqueel efecto de la métrica es absorbido por los vectores.Este análisis es equivalente al realizado con las matrices (5).Este análisis correspondería a una transformación de los per�les �la donde se ha mo-di�cado, no la métrica, sino los pesos:xij = qfi:  fijfi: � f:j! pii = 1 mjj = 1f:j (8)12



A diferencia de la transformación de los per�les columna es necesario proyectar losper�les sin transformar para evitar que esta proyección contenga el peso y conseguirque per�les iguales no se proyecten en puntos diferentes.Este análisis es equivalente al obtenido con las matrices (1).� Al igual que en (6) donde se ha realizado una transformación en la cual la matriz autilizar en el análisis de las columnas es la transpuesta de la utilizada en el análisisde las �las, es también posible transformar las matrices para introducir los pesos y lamétrica en la matriz X� de la siguiente forma:x�ij = qfi:  fijfi: f:j � 1!qf:j (9)El análisis podría llevarse a cabo utilizando todas las expresiones del análisis (6) si seconsidera que en este caso las matrices de pesos y métrica son unitarias.La matriz a diagonalizar, al igual que sus valores propios, en el análisis de los per�les�la, en este caso, tiene la expresión XT� X� y coincide con la matriz A obtenida en elanálisis de (6). Los vectores propios (u�s) son normalizados para una métrica diferente(ahora la euclídea) y por tanto son proporcionales a los anteriores.Las proyecciones tanto de los per�les �la como de los per�les columna no deben contenerlos pesos. Recordando que en el análisis factorial se maximiza: 4uT M XT P X M uy descomponiendo las matrices P y M podemos expresarlo como:uT M1=2 M1=2 XT P 1=2 P 1=2 X M1=2 M1=2 uLa matriz transformada es entonces:X� = P 1=2 X M1=2Sin embargo, dado que la proyección se calcula comoX M usSerá necesario proyectar P�1=2 X� u�spara evitar que las proyecciones contengan los pesos.En concreto, en la transformación (9) propuesta para el análisis (6):Fs = P�1=2 X� u�s == P�1=2 X� M1=2 Gs 1p�sGs = M�1=2 XT� P 1=2 Fs 1p�s4Las matrices X, P y M pueden ser las de cualquiera de las alternativas presentadas (ecuaciones (1) y (5) a (8)).13



� A partir del análisis de correspondencias clásico realizado a través de las matrices (6)e introduciendo los pesos de las �las y de las columnas en la matriz X, se ha obtenidoel análisis (9) donde las matrices de pesos y métrica son la unidad.La introducción de los pesos en la matriz X abre un camino para el tratamiento simul-táneo de tablas de contingencia donde los pesos de las �las son diferentes.5 Tratamiento simultáneo de varias tablas de contingenciaEn x 2 y x 3.3 hemos comprobado la importancia de mantener en un análisis factorialconjunto de tablas de contingencia tanto los pesos como la métrica de cada una de las tablasy la necesidad de equilibrar la in�uencia de las tablas igualando el efectivo de cada una eintroduciendo una ponderación en cada una de ellas.A continuación proponemos un análisis conjunto de tablas de contingencia bajo dichas con-diciones.Sea G = f1; : : : ; g; : : : ; Gg el conjunto de tablas de contingencia que se posee. Cada unade ellas clasi�ca las respuestas de kg:: individuos a dos variables cualitativas codi�cadasen modalidades. Todas las tablas tienen una de las variables (cuyas modalidades, I =f1; : : : ; i; : : : ; Ig, quedan recogidas en las �las) común. La otra variable de cada tabla decontingencia puede ser diferente o la misma, codi�cada de igual o de diferente forma. Lasmodalidades de la segunda variable en cada tabla son Jg = f1; : : : ; j; : : : ; Jgg. Al yuxtaponertodas estas tablas de contingencia se posee un conjunto J = f1; : : : ; j; : : : ; Jg de columnas.El elemento kgij corresponde al número total de individuos que eligen simultáneamente lasmodalidades i de la primera variable y j de la segunda variable (perteneciente a la tabla g).Un primer paso para equilibrar la in�uencia de las tablas hemos visto que es igualar el efectivode las tablas (x 2.1). Con este �n cada una de las tablas de contingencia es transformada,dividiendola por kg::, en una tabla de frecuencias relativas.Se denotará: f gij = kgijkg::f gi: = Xj2Jg f gijf g:j = Xi2I f gijf g:: = Xi2I Xj2Jg f gij = 1En x 2.3 hemos concluido la necesidad de introducir una ponderación, que denotaremos �g ,en cada uno de los grupos (aquí tablas de contingencia) con el �n de equilibrar la in�uenciade las tablas. Esta ponderación dependerá de las inercias que resultan de realizar un análisisde correspondencias simples de cada una de las tablas tratadas por separado. Estas inercias14



para la tabla g serán denotadas por �gs (la inercia proyectada sobre el eje s) y por �gTOT(la inercia total). La ponderación puede ser la equivalente al análisis factorial múltiple paratablas continuas (1=�g1), la equivalente al método STATIS, �gTOT , 1=�gTOT para privilegiargrupos de dispersión mínima, 1 si no se desea una ponderación de las tablas, etc.En (Pagès 1996) se estudia la in�uencia de las ponderaciones utilizadas en análisis factorialmúltiple y el método STATIS dependiendo de la estructura inicial de la tabla de datos(individuos por variables cuantitativas).5.1 Análisis de las columnasA cada una de las g tablas de contingencia está asociada una subnube, N (Jg), de Jg per�lescolumna centrados representados por las �las de la matriz:xji = f gijf g:j � f gi: j 2 Jgcon pesos f g:j y métrica 1=f gi:.Para analizar conjuntamente las tablas sobreponderamos cada subnube por �g y dado quetodas ellas están situadas en el mismo espacio, RI , consideramos la nube global, N (J ), queengloba los J per�les columna. En esta nube estamos considerando métricas diferentes paracada subnube de per�les de la misma tabla lo cual puede parecer que imposibilita el análisisconjunto. Sin embargo, en x 4 hemos comprobado cómo se transforman los per�les columnade cada una de las tablas para considerar sus distancias euclídeas. En el análisis conjuntoesto signi�ca considerar las matrices X, M y P de datos, métrica y pesos cuyos términosgenerales son los siguientes: xji = p�gqf gi:  f gijf g:j � f gi:!pjj = f g:jmii = 1En este análisis, las distancias euclídeas entre per�les columna de la misma subnube respetanlas distancias �2 en la subnube original.5.2 Análisis de las �lasEn cada una de las g tablas de contingencia se de�nen los per�les �la centrados,f gijf gi: � f g:j j 2 Jg (10)con pesos f gi: y métrica 1=f g:j. 15



Dado que se busca analizar conjuntamente las g tablas y los per�les �la de cada tabla serepresentan en espacios distintos, cada una en un espacio de dimensión Jg, es necesariobuscar un espacio común en el que poder realizar el análisis. Este espacio común es RJ , enél se representan los per�les �la de cada una de las tablas, llamados per�les �la parciales.Las coordenadas de estos puntos corresponden a las de�nidas en (10) completando el restode las coordenadas con 0, es decir, se de�ne el per�l �la parcial:ig = 8<: fgijfgi: � f g:j si j 2 Jg0 en caso contrario (11)El conjunto de per�les �la parciales pertenecientes a la misma tabla forman la subnube depuntos que denotaremos N (Ig).Con el �n de realizar el análisis conjunto se busca para cada �la un compromiso, que de-notaremos ic, que represente a la subnube de per�les �la formada por todos los puntos querepresentan la misma �la en las distintas tablas. El conjunto de todos los compromisos re-presentados en RJ forman la nube N (Ic). El compromiso es elegido con el objetivo de quesu inercia se pueda expresar como una suma ponderada de las inercias de los per�les �laparciales: In(ic) = Xg2G �g In(ig)y que, por tanto, la inercia de la nube compromiso se exprese en función de las inercias delas nubes parciales: In(N (Ic)) = Xg2G �g In(N (Ig))Para ello se de�ne el compromiso como una media ponderada de los per�les �la parciales,con ponderaciones mig = qf gi:Xg2Gqf gi:Es decir, el compromiso es: ic = Xg2G mig ig == Xg2G qf gi:Xg2Gqf gi: igcon peso: pic = 0@Xg2Gqf gi:1A2
16



En efecto, para comprobarlo comencemos obteniendo la distancia del compromiso al origen:d2(ic; 0) = Xj2J �g 1f g:j 266664 qf gi:Xg2Gqf gi:  f gijf gi: � f g:j!3777752 == Xg2G �g f gi:0@Xg2Gqf gi:1A2 Xj2Jg 1f g:j  f gijf gi: � f g:j!2
Recordando la de�nición del per�l �la parcial realizada en (11), el segundo sumatorio corres-ponde a la distancia de un per�l �la parcial al centro de gravedad de la subnube formada portodos los per�les �la parciales correspondientes a la misma tabla que denotaremos d2(ig; 0).De esta forma, la distancia puede escribirse:d2(ic; 0) = Xg2G �g f gi:0@Xg2Gqf gi:1A2 d2(ig; 0)y multiplicando por el peso del compromiso, obtenemos su inercia en función de las inerciasde los per�les �la parciales: In(ic) = Xg2G �g In(ig)Es decir, el análisis de las �las se podría realizar utilizando la matriz X de compromisos,con la matriz de pesos P y la matriz diagonal que de�ne la métrica M :xij = qf gi:Xg2Gqf gi:  f gijf gi: � f g:j!pii = 0@Xg2Gqf gi:1A2mjj = �g 1f g:j5.3 Obtención de los factoresCon el �n de buscar la relación entre los análisis de �las y columnas en los desarrollossiguientes y teniendo en cuenta las equivalencias entre análisis obtenidas en x 4, el análisis17



factorial del conjunto de las tablas de contingencia se realiza obteniendo los valores (�s) yvectores propios (us) resultantes de la diagonalización de la matriz:A = XT X (12)donde el término general de la matriz X es:xij = p�g qf gi:  f gijf gi:f g:j � 1!qf g:j j 2 J (13)y se utilizarán además las matrices diagonales R de orden I � I y N de orden J � J , cuyostérminos generales son: R : rii = 0@Xg2Gqf gi:1A2N : njj = f g:jSe de�ne también la matriz Y , diagonal por bloques, donde cada bloque de la diagonal es lamatriz Xg de orden (I � Jg) que contiene las coordenadas de la matriz X para el conjuntode columnas Jg pertenecientes a la tabla g y se de�ne la matriz Q, también diagonal porbloques, donde cada bloque es, a su vez, una matriz diagonal de orden (I � I) y de términogeneral f gi:.Cuando la ponderación elegida para los grupos es el inverso del primer valor propio de losanálisis separados, garantizando de esta forma que el primer eje del análisis conjunto no estéformado por un sólo grupo, la inercia total se puede expresar como una suma ponderada delas inercias de cada uno de los grupos igual que sucede en el análisis factorial múltiple devariables continuas. Es decir,si: �g = 1�g1 ) �TOT = Xg2G�gTOT�g15.4 Relación entre u y vDado que en el análisis de �las se diagonaliza la matrix XTX y en el de columnas la matrizXXT la relación entre los valores propios y vectores directores de los análisis de �las (�s yus) y columnas (�s y vs) es: �s = �sus = 1p�s XT vs (14)vs = 1p�s X us (15)18



5.5 ProyeccionesSe calculan las proyecciones sobre el eje s de los per�les �la parciales Fs(ig), de los com-promisos Fs(ic) y de los per�les columna Gs(j). Las proyecciones de todos los per�les �laparciales y compromisos son respectivamente Fs(Ig) y Fs(Ic) y de todas las columnas Gs(J ).Las proyecciones sobre el eje s de �las y columnas se calculan recordando que es necesarioeliminar el efecto de la introducción de los pesos y los per�les �la parciales se proyectancomo suplementarios eliminando también el efecto de la introducción del peso:Fs(Ic) = R�1=2 X usGs(J ) = N�1=2 XT vsFs(Ig) = Q�1=2 Y us5.6 Propiedades de los factoresTanto las proyecciones de los per�les columna como de los per�les �la parciales están cen-tradas para sus pesos.� Las proyecciones del conjungo de columnas son:Gs(J ) = N�1=2 XT vsPara una determinada columna:Gs(j) = Xi2I p�g qf gi: f gijf gi: f g:j � 1!vsidonde vsi es la coordenada i - ésima del vector director vs.El baricentro de estas proyecciones es:Xj2Jg f g:j Gs(j) = Xj2Jg p�g 0@f g:j Xi2I 1qf gi: f gijf g:j vsi � f g:j Xi2Iqf gi: vsi1A == Xi2I p�gqf gi: f gi: vsi �Xi2I p�g qf gi: vsi = (16)= 0es decir, las proyecciones de las columnas están centradas porque las columnas de cadatabla, y por tanto, del conjunto han sido centradas.� Las proyecciones del conjunto de los per�les �la parciales son:Fs(Ig) = Q�1=2 Y us19



y de uno en particular:Fs(ig) = Xj2Jg p�g  f gijf gi: f g:j � 1! qf g:j usj (17)siendo usj la coordenada j - ésima del vector director us.Por tanto, el baricentro de las proyecciones de los per�les �la parciales correspondientesal grupo g es:Xi2I f gi: Fs(ig) = p�g Xi2I 0@f gi: 1f gi: Xj2Jg f gijqf g:j usj1A� p�g Xi2I 0@f gi: Xj2Jgqf g:j usj1A == p�g Xj2Jgqf g:j usj � p�g Xj2Jgqf g:j usj == 0� Para el conjunto de los compromisos sus proyecciones son:Fs(Ic) = R�1=2 X us (18)La proyección para un compromiso concreto:Fs(ic) = Xj2J qf gi:Xg2Gqf gi: p�g  f gijf gi: f g:j � 1! qf g:j usj = (19)= 1Xg2Gqf gi: Xg2G0@ p�g Xj2Jg f gijqf gi: 1qf g:j usj1A�� 1Xg2Gqf gi: Xg2G0@ p�g qf gi: Xj2Jgqf g:j usj1AEn consecuencia, las proyecciones de los compromisos no están centradas.� Los per�les de cada tabla (per�les �la parciales y per�les columna) han sido centradospara mantener las relaciones dentro de cada tabla y en consecuencia están tambiéncentradas sus proyecciones. Los compromisos son una media ponderada de los per�les�la parciales con unas ponderaciones diferentes a los pesos de los per�les �la parcialesy por tanto no están centrados ni sus proyecciones tampoco.5.7 Relaciones entre Fs(ig) , Fs(ic) y Gs(j)Al igual que en análisis de correspondencias simples existen también relaciones de transiciónentre las proyecciones de �las (compromiso) y columnas. Además se pueden relacionar conlas proyecciones de los per�les �la parciales. 20



1. Relación entre Fs(ic) y Fs(ig)La proyección de un compromiso obtenida en (19):Fs(ic) = Xg2G qf gi:Xg2Gqf gi: Xj2Jg p�g  f gijf gi:f g:j � 1! qf g:j usjse puede expresar teniendo en cuenta la expresión (17):Fs(ic) = Xg2G qf gi:Xg2Gqf gi: Fs(ig) == Xg2G mig Fs(ig)En proyección, al igual que en el espacio, el compromiso es una media ponderada delos per�les �la parciales.2. Relación entre Fs(ig) y Gs(j)Premultiplicando la relación (14) por Q�1=2 Y :Q�1=2 Y us = Q�1=2 Y N1=2 N�1=2 XT vs 1p�sy expresando la ecuación anterior en función de las proyecciones:Fs(Ig) = Q�1=2 Y N1=2 Gs(J ) 1p�sLa proyección para un per�l �la parcial es, en función de las proyecciones de las colum-nas: Fs(ig) = Xj2Jg p�g f g:j f gijf gi: f g:j � 1! Gs(j) 1p�s == p�g 1p�s 0@Xj2Jg f gijf gi: Gs(j)� Xj2Jg f g:j Gs(j)1Acomo el segundo sumatorio es, según (16), nulo:Fs(ig) = p�g 1p�s Xj2Jg f gijf gi: Gs(j)Excepto por la ponderación del grupo p�g y el coe�ciente 1p�s , la proyección de unper�l �la parcial es, como en análisis de correspondencias, el baricentro de los per�lescolumna correspondientes a la tabla a la que pertenece.21



3. Relación entre Fs(ic) y Gs(j)Como ya hemos visto: Fs(ic) = Xg2G mig Fs(ig)expresando la proyección del per�l �la parcial en función de las columnas:Fs(ic) = Xg2G0@ p�g mig 0@ 1p�s Xj2Jg f gijf gi: Gs(j)1A1AEs decir, la proyección del compromiso es, salvo por los coe�cientes p�g y 1p�s , lamedia ponderada de los baricentros de los per�les columna correspondientes a cadatabla.4. Relación entre Gs(j) y Fs(ic) o Fs(ig)Premultiplicando por N�1=2 XT la relación (15) obtenemos las proyecciones de lascolumnas en función de los compromisos:N�1=2 XT vs = N�1=2 XT R1=2 R�1=2 X us 1p�sGs(J ) = N�1=2 XT R1=2 Fs(Ic) 1p�sLa proyección del per�l columna j perteneciente al grupo g� se puede expresar de lasiguiente manera:Gs(j 2 g�) = p�g 1p�s 0@Xg2Gqf gi:1A 0@Xi2Iqf g�i: 0@f g�ij � f g�i: f g�:jf g�i: f g�:j 1A Fs(ic) 1AUna columna se situa del lado de los compromisos a los que se asocia más que en lahipótesis de independencia y al lado contrario de aquéllos a los que se asocia menos.Y la proyección en función de los per�les �la parciales:Gs(j 2 g�) = p�g 1p�s 0@Xi2Iqf g�i: 0@f g�ij � f g�i: f g�:jf g�i: f g�:j 1A 0@Xg2Gqf gi:Fs(ig) 1A 1A5.8 Ayudas a la interpretaciónEn el análisis propuesto se pueden obtener las mismas ayudas a la interpretación de losanálisis factoriales habituales. 22



5.8.1 Contribuciones de los puntos a la formación de los ejesLas contribuciones de los puntos a la formación de los ejes se calculan como es habitualdividiendo la inercia proyectada de un punto (peso por coordenada al cuadrado) entre lasuma de las inercias de todos los puntos de la nube sobre el eje s, es decir:
ctas(ic) = 0@Xg2Gqf gi:1A2 F 2s (ic)�sctas(j) = f g:j G2s(j)�sYa que se cumple: �s = Xj2J f g:j G2s(j) == Xi2I 0@Xg2Gqf gi:1A2F 2s (ic)5.8.2 Calidad de representación de los puntos sobre los ejesLas contribuciones relativas de cada punto indican la calidad de representación de un puntosobre el eje s. Se calculan como el cociente de la inercia proyectada del punto sobre el ejes entre la inercia total del punto o como el cuadrado de la proyección sobre el eje s entre ladistancia del punto al origen: ctrs(ic) = F 2s (ic)d2(ic; 0)ctrs(j) = G2s(j)d2(j; 0)siendo la distancia de la columna j al origen:d2(j; 0) = Xi2I �g  f gijf g:j � f gi:!2 1f gi: == Xs G2s(j)y la distancia del compromiso al origen la ya obtenida en función de las distancias de los23



per�les �la parciales: d2(ic; 0) = Xg2G �g f gi:0@Xg2Gqf gi:1A2 d2(ig; 0) == Xs F 2s (ic)d2(ig; 0) = Xj2J  f gijf gi: � f g:j!2 1f g:j6 EjemploLa aplicación de este método propuesto al ejemplo 2 muestra cómo el análisis conjuntoutilizando como ponderación para cada uno de los grupos el inverso del primer valor propiodel análisis separado de cada tabla, presenta un plano factorial semejante al correspondientea los análisis separados -Figura 2 (i)-. Dado lo particular del ejemplo, los planos de las dostablas analizadas por separado son semejantes, el análisis sigue siendo igualmente válido sinla ponderación de los grupos ( �g = 1) -Figura 2 (j)-.La aplicación al ejemplo 1 del análisis conjunto (con o sin ponderación -Figura 2 (g)- y-Figura 2 (h)- respectivamente) muestra la asociación obtenida en el análisis de cada tablapor separado (encestar la primera canasta y fallar la segunda frente a fallar en primer lugary encestar el segundo tiro)7 Conclusión� El método propuesto permite el análisis simultáneo de varias tablas de contingenciamanteniendo cada una de ellas su propia estructura y su propia especi�cidad.� Se ha comprobado que el método propuesto, cuando se aplica a una tabla de contin-gencia coincide con el análisis de correspondencias simples. Al ser aplicado a una tabladisyuntiva completa se obtienen los mismos resultados del análisis de correspondenciasmúltiples clásico. Y cuando la tabla que se analiza es disyuntiva incompleta el méto-do proporciona los resultados del análisis de correspondencias con marginal impuesta.(Zárraga & Goitisolo 2000)
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(a) Tabla 1
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(b) Tabla 2

Inercia=0.0003789

 

-0.02 -0.01 0.0 0.01 0.02

RC1 RF1RC2RF2

(c) Suma

Inercia=0.007788

 

-0.15 -0.10 -0.05 0.0 0.05

C1F1 C2F2

(d) Yuxtaposicion

Inercia=0.11234

 

-0.4 -0.2 0.0 0.2

C1F1
LC2 LF2RC2RF2

(e) Suma Frecuencias

Inercia=0.007841

 

-0.15 -0.10 -0.05 0.0 0.05

C1F1 C2F2

(f) Yuxtaposicion Frecuencias

Inercia=0.1130742

 

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

C1 F1
LC2LF2 RC2RF2
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Figura 1: Ejemplo 1
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Figura 3: Ejemplo 3
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